Chapitre 2

Ensemble et application

2.1 Ensemble

Définition 2.1. Un ensemble est une collection d’éléments.

Exemple 2.1. 1. On désigne par N l’ensemble des entiers naturels N = {0,1,...}.

2. L’ensemble E = {0, 1}.

2.1.1 Inclusion

Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclue dans F ( E est un sous ensemble de F

ou E est une partie de F) et on note F2 C F, si tous les éléments de E sont des éléments de F.
ECF <« (Ve,r€e E=z€cF).

Exemple 2.2. 1. On désigne R l’ensemble des nombre réels on a : N C R.

2. On désigne Z ’ensemble des nombre entiers relatifs, Q ’'ensemble des rationnels on a :

NCcZcQcCR.
Notation 2.1. l’ensemble des parties de E est noté P(E), i.e.,

P(E)={A/AC E}.
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Remarque 2.1. — Ona(CFE et ECE.
— Si A, B et C sont des parties de FE, alors :

1. A¢ B<= (z,x € ANz ¢ B).
2. (A=B)«<= (ACBABCA).

3. (ACBANBCC)=(AcCC().

Exemple 2.3. Soit E = {1,2,3}. Alors

PIE) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, E}.

2.1.2 Union

Définition 2.2. Soit A et B deux ensembles. La réunion ou l'union de A et B est [’ensemble

des éléments qui sont dans A ou dans B et noté par AU B.
AUB={rx€e E:x€ AVzx € B}.
(€ AUB) <= (z € A oux € B).

Remarque 2.2. (t ¢ AUB) <= (z ¢ A et x ¢ B)

Exemple 2.4. Soient A = {1,3,5} et B={1,x,y}. Alors

AUB=1{1,3,5z,y}.

2.1.3 Intersection

Définition 2.3. Soit A et B deuz ensembles. L intersection de A et B est l'ensemble des

éléments qui sont d la fois dans A et dans B et noté par AN B.

ANB={xe€ E:x € ANz € B}.
(e ANB) <= (€ AetxeB).

Remarque 2.3. (1t ¢ ANB) <= (x ¢ A ouz ¢ B)
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Exemple 2.5. Soient A = {1,3,5} et B={1,z,y}. Alors

ANB={1}.

Propriétés 2.1. Soient A, B et C trois ensembles :

1.
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ACAUB,BC AUB.

ANBCA,  ANnBCB.

ANBC AUB.

ANA=A AUA=A.

DCADNA=0,0UA=A.

AN B = BNA (commutativité de l'intersection).

AU B = BUA. (commutativité de la réunion,).
(ANB)NC = AN (BNC) (associativité de l'intersection,).
(AUB)UC = AU (BUCQC)(associativité de la réunion,).
(AUB)NC =(ANnC)Uu(ANnCQ).

(ANB)UC =(AuC)n(AUQC).

2.1.4 Déférence ensembliste- Différence symétrique

Définition 2.4. Soit A et B deux ensembles de E. La différence ensembliste de A et de B est

l’ensemble des éléments de A qui ne sont pas dans B, noté A\ B ou A— B

A\B={x€FE:x€ Aetx ¢ B}.

Si A C B alors A\ B est aussi appelé le complémentaire de A dans B, il est noté A ou C'4

C4={zx/x€Betxd Al

Définition 2.5. Soient E un ensemble non vide et A, B C FE, la différence symétrique entre

deuz ensembles A, B est l’ensemble des éléments qui appartiennent a A\ B ou B\ A notée

AAB

AAB = (A\B)U(B\ A)
— (AUB)\(BUA)
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re AAB <= {zr e (A\B)Vze (B\A)}

Propriétés 2.2. Soient A et B deux parties d’un ensemble E on a :
1. re A<=z ¢ A
2. A\ A=0.
3. A\ 0= A.
4. AUA°=F
5. ANA°=0.
(A%)° =
(AN B)¢ = A°U B° Lois de Morgan.
(AU B)® = A°N B¢ Lois de Morgan.
(

A C B) < (B° C A°).
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Inclusion A complémentaire de A dans E
Legique A=nonA
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Reunion de Aetde B-AUB Logique:AOQOUB
Ensembles disjoints Ensembles quelconques
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intersection de Aetde B Difféerence symétrique de A et B
ANB Logique: AETEB A/ B Logique : OU exclusif
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2.1.5 Produit cartésien

Définition 2.6. Soient A, B deux ensembles. Le produit cartésien de A par B est [’ensemble

des couples (a,b) tels que a € A et b € B. Cet ensemble sera noté par A x B
Ax B={(a,b):a€ Aetbec B}.

Remarque 2.4. 1. Plus généralement, si Ay, Ao, ..., A, sont n ensembles,
A1 XAQ X ... XAn:{(al,ag,...,an):ai EAi, z:1,2,,n}
L’ensemble A1 x Ay X ...x A; est noté aussi [[ A; et (ay,aq,...,a,) est appelée n-uplet
i=1
deA1 XAl X oo, XAl.

Si Ay =Ay=...=A,, on note

Al x Ay x...xA = AxAx...xA
= A"
Exemple 2.6. Soient £ ={1,2,3,5,8,9,z,y}, A={1,2,3} et B=1{1,2,9}

1. —ACFEetBCE.
— A¢ Bcar (3€ A)N(3 ¢ B).
— Bg Acar(9€ B)AN(9¢ A).

2. — ANB={1,2}.
— AUB=1{1,2,3,9}.

3. — A\ B ={3}.
— B\ A=1{9}.

J. AAB=1{309}

5. Ax B={(1,1),(1,2),(1,9),(2,1),(2,2),(2,9),(3,1),(3,2),(3,9)}.
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