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1 Préliminaires

Primitives, intégrales indéfinies

L’intégrale indéfinie est le problème inverse de la recherche de la dérivée d’une fonction donnée.

Définition 1.1. Soient I ⊂ R et f : I 7−→ R une fonction réelle définie sur I . On appelle primitive de f sur I
toute fonction définie et dérivable sur I vérifiant :

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ I

Définition 1.2. On appelle intégrale indéfinie de la fonction f : I 7−→ R sur I qu’on note par :
∫
f(x)dx,

x ∈ I l’ensemble des primitives de f sur I , si elles existent.
Si F est une primitive de f , alors on écrit :∫

f(x)dx = F (x) + C,C ∈ R

Théorème 1.1. (Existence de l’intégrale indéfinie)
Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle

Tables des dérivées de certaines fonctions usuelles et élémentaires
Fonction Dérivée

(xα)′, α ∈ R αxα−1

(expx)′, x ∈ R expx

(ln |x|)′, x 6= 0
1

x
(sinx)′x ∈ R cosx
(cosx)′x ∈ R − sinx

(tanx)′, x 6= π

2
+ πk; k ∈ Z

1

cosx2

(arcsinx)′
1√

1− x2
, |x| < 1

(arccosx)′ − 1√
1− x2

, |x| < 1

(arctanU)′
U ′

1 + U2

Propriétés des fonctions trigonométriques (formule d’addition, duplication...)

Pour tout réel x, on a :
cos2 x+ sin2 x = 1

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y

cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y

sin(x− y) = sinx cos y − cosx sin y

cos 2x = cos2 x− sin2 x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x

cos2 x =
1 + cos 2x

2
, sin2 x =

1− cos 2x

2

sin 2x = 2 sinx cosx

3
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Table des primitives des fonctions élémentaires

Fonction Une Primitive
0 C,C ∈ R

λ (constante réelle) λx+ C

xα
xα+1

α+ 1
+ C, (α ∈ R, α 6= −1)

ax
ax

ln a
+ C, (a > 0, a 6= 1) et x ∈ R

1

x
ln |x|+ C, x 6= 0

f ′(x)

f(x)
ln |f(x)|+ C

expx expx+ C
f ′(x) exp(f(x)) exp(f(x)) + C

sinx − cosx+ C, (x ∈ R)
f ′(x) sin(f(x)) − cos(f(x))

cosx sinx+ C, (x ∈ R)
f ′(x) cos(f(x)) sin(f(x)) + C

1

cos2 x
tanx+ C, (x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z)

1

1 + x2
arctanx+ C

1

a+ x2

1√
a
arctan

x√
a
+ C

f ′(x)fn(x);n ∈ N∗
fn+1(x)

n+ 1
+ C

f ′(x)

fn(x)
; n ≥ 2 − 1

(n− 1)fn−1(x)
+ C

1.1 Solution de l’exercice 1

Partie I :

1. Montrons que :
∫

n
√
xmdx =

n

m+ n
x

m+n
n + C

On pose f1(x) =
n
√
xm et F1(x) =

n

m+ n
x

m+n
n .

Remarquons que pour tout x ∈ R, on a :

F ′1(x) =

(
n

m+ n
x

m+n
n

)′
=

n

m+ n
× m+ n

n
x

m+n
n −1

= x
m+n−n

n

= x
m
n

= (xm)
1
n

= n
√
xm = f1(x).

Alors, d’après la définition (1.1) de la fonction primitive, on déduit que F1 est une primitive de f1. Ainsi,
suivant la définition (1.2) de l’intégrale indéfinie, on obtient :∫

f1(x)dx = F1(x) + C.
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2. Montrons que :
∫
(
√
x+ 1)(x−

√
x+ 1)dx =

2

5
(
√
x)5 + x+ C

On pose f2(x) = (
√
x+ 1)(x−

√
x+ 1) et F2(x) =

2

5
(
√
x)5 + x.

Remarquons que pour tout x ∈ R, on a :

F ′2(x) =

(
2

5
(
√
x)5 + x

)′
=

(
2

5
x

5
2 + x

)′
=

2

5
× 5

2
x

5
2−1 + 1

= x
3
2 + 1

= (x
1
2 )3 + 1

= (
√
x)3 + 1

= x
√
x+ 1.

D’autre part, on a :
f2(x) = (

√
x+ 1)(x−

√
x+ 1)

= x
√
x− x+

√
x+ x−

√
x+ 1

= x
√
x+ 1.

D’où : F ′2(x) = f2(x)
Alors, F2 est une primitive de f2 et par suite∫

f2(x)dx = F2(x) + C.

3. Montrons que :
∫ √

x− x3ex + x2

x3
dx = C − 2

3x
√
x
− ex + ln |x|

On pose : f3(x) =

√
x− x3ex + x2

x3
et F3(x) = −

2

3x
√
x
− ex + ln |x|
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On a :

F ′3(x) =

(
− 2

3x
√
x
− ex + ln |x|

)′
=

(
− 2

3x1+ 1
2

− ex + ln |x|
)′

=

(
−2

3
x−

3
2 − ex + ln |x|

)′
=

(
−2

3

)
×
(
−3

2

)
x−

3
2−1 − ex + 1

x

= x−
5
2 − ex + 1

x

=
x

−3
2 − xex + 1

x

=
x

1
2 − x3ex + x2

x3

=

√
x− x3ex + x2

x3

= f3(x).

Alors, F3 est une primitive de f3 et par suite∫
f3(x)dx = F3(x) + C.

4. Montrons que :
∫

1 + cos2(x)

1 + cos(2x)
dx =

1

2
tan(x) +

1

2
x+ C

On pose : f4(x) =
1 + cos2(x)

1 + cos(2x)
et F4(x) =

1

2
tan(x) +

1

2
x

Pour tout x ∈ R, on a :

F ′4(x) =

(
1

2
tan(x) +

1

2
x

)′
=

1

2

1

cos2(x)
+

1

2

=
1 + cos2(x)

2 cos2(x)

=
1 + cos2(x)

1 + cos(2x)

= f4(x).

Donc, F4 est une primitive de f4 et par suite∫
f4(x)dx = F4(x) + C.

5. Montrons que :
∫

tan2(x)dx = tan(x)− x+ C

On pose : f5(x) = tan2(x) et F5(x) = tan(x)− x.
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Pour tout x ∈ R, on a :
F ′5(x) = (tan(x)− x)′

=
1

cos2(x)
− 1

=
1− cos2 x

cos2 x

=
sin2(x)

cos2(x)

=

(
sin(x)

cos(x)

)2

= tan2(x)

= f5(x).

Alors, d’après la définition (1.1) de la fonction primitive, on déduit que F5 est une primitive de f5, et par
suite : ∫

f5(x)dx = F5(x) + C.

Partie II :
II-Question : En utilisant la table des intégrales, calculer

∫
dx

cos(2x) + sin2(x)
dx

Cette question peut être interprétée comme suit : calculer
∫

dx

cos(2x) + sin2(x)
dx en utilisant la méthode

directe d’intégration ; cette méthode consiste, grâce aux propriétés des intégrales et aux transformations
sur la fonction à intégrer, à utiliser la table des principales primitives.

On a : ∫
dx

cos(2x) + sin2(x)
dx =

∫
dx

cos2(x)− sin2(x) + sin2(x)

=

∫
dx

cos2(x)

= tan(x) + C.
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2 Rappel sur la méthode d’intégration des fonctions rationnelles
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 Méthode de calcul de ∫ (࢞)ࡼ
(࢞)ࡽ

൯(࢞)ࡼ൫܏܍܌ avec	࢞ࢊ <  : (Fraction régulière) ((࢞)ࡽ)	܏܍܌

௉(௫)
ொ(௫)

= ஺భ
௫ି௫భ

+
஺మ

௫ି௫మ
 +⋯+ ஺೙

௫ି௫೙
. 

௉(௫)
ொ(௫)

= ஺భభ
௫ି௫భ

+ ஺భమ
(௫ି௫భ)మ

+ ⋯+
஺భ೘భ

(௫ି௫భ)೘భ
	                                      

+ ஺మభ
௫ି௫మ

+ ஺మమ
(௫ି௫మ)మ

+ ⋯+
஺మ೘మ

(௫ି௫మ)೘మ
   

+ ஺೙భ
௫ି௫೙

+ ஺೙మ
(௫ି௫೙)మ

+ ⋯+
஺೙೘೙

(௫ି௫೙)೘೙
 . 

݉௜ 	est le degré de multiplication 
de la racine	ݔ௜. 

௉(௫)
ொ(௫)

= ெభ௫ାேభ
௫మା௣భ௫ା௤భ

  

									+ ெమ௫ାேమ
௫మା௣మ௫ା௤మ

  

       +⋯+ ெ೙௫ାே೙
௫మା௣೙௫ା௤೙

.  

௉(௫)
ொ(௫)

= ெభభ௫ାேభభ
௫మା௣భభ௫ା௤భభ

 

	+ ெభమ௫ାேభమ
(௫మା௣భభ௫ା௤భభ)మ

  +⋯+
ெభ೘భ௫ାேభ೘భ

(௫మା௣భభ௫ା௤భభ)೘భ
  

+….+ 

ெ೙భ௫ାே೙భ
௫మା௣೙భ௫ା௤೙భ

 	+ ெ೙మ௫ାே೙మ
(௫మା௣೙భ௫ା௤೙భ)మ

 

+⋯+ ெ೙೘೙௫ାே೙೘೙
(௫మା௣೙భ௫ା௤೙భ)೘೙

. 

Si (࢞)ࡽ = ૙admet des 
racines réelles simples 

Si (࢞)ࡽ = ૙ admet des racines 
réelles multiples 

Si (࢞)ࡽ = ૙ admet des 
racines complexes simples 

Si (࢞)ࡽ = ૙ admet des racines 
complexes multiples 

Alors, l’intégrale d’une fraction rationnelle revient à calculer 4 types d’intégrales 

∫ ࡺା࢞ࡹ
࢔(ࢗା࢞࢖૛ା࢞)

∫  ࢞ࢊ ࡺା࢞ࡹ
ࢗା࢞࢖૛ା࢞

∫  ࢞ࢊ ࡭ି
࢓(ࢇି࢞)

= ࡭
૚ି࢓

૚
ష૚࢓(ࢇି࢞)

+ ∫  ࡯ ࡭
ࢇି࢞

= ࢞|࢔࢒ − |ࢇ +   ࡯

Pour calculer les intégrales de type 3 et  4, 
on effectue le changement de variable : 

࢚ = ࢞ + ࢖
૛
, et on aura : 

ݔ݀  = ଶݔ  et  ݐ݀ + ݔ݌ + ݍ = ݔ) + ೛
మ)
ଶ + ܽଶ. 

tel que : ܽ = ටݍ − ௣మ

ସ
. 

 Méthode de calcul de ∫ (࢞)ࡼ
(࢞)ࡽ

൯(࢞)ࡼ൫܏܍܌ avec	࢞ࢊ >  : (Fraction irrégulière) ((࢞)ࡽ)	܏܍܌

Type 4 Type 3 Type 2 Type 1 

On fait la division Euclidienne de ܲ(ݔ) sur ܳ(ݔ)  jusqu’à l’obtention d’un reste ܴ(ݔ) dont le degré 
est inférieure strictement au degré de ܳ(ݔ). 

 

 

 

Alors, ∫ ௉(௫)
ொ(௫)

ݔ݀ = 	 ∫ ݔ݀(ݔ)ܵ + ∫ ோ(௫)
ொ(௫)

 .ݔ݀

P(x) Q(x) 

R(x) S(x) 

(ݔ)ܲ
(ݔ)ܳ

= (ݔ)ܵ +
(ݔ)ܴ
(ݔ)ܳ

 

Polynôme Fraction régulière 
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2.1 Solution de l’exercice 4

A l’aide de la méthode de décomposition des fonctions rationnelles en éléments simples, calculons les
intégrales suivantes :

1. Calculons
∫

xdx

(x− 1)(2x+ 1)
:

On a : ∫
xdx

(x+ 1)(2x+ 1)
=

∫
xdx

2(x+ 1)(x+
1

2
)
=

1

2

∫
xdx

(x+ 1)(x+
1

2
)

Posons :
P (x) = x et Q(x) = (x+ 1)(x+

1

2
)

Étape1 : Étude de la régularité de la fraction

Tout d’abord, remarquons que deg(P (x)) = 1 < deg(Q(x)) = 2, donc, on déduit que la fraction
P (x)

Q(x)
est régulière.

Étape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples
De plus, l’équation Q(x) = 0 admet deux racines réelles simples : −1 et

−1
2

donc, d’après le théorème

fondamental de la décomposition, la fraction
P (x)

Q(x)
se décompose en éléments simples de type I

comme suit :
P (x)

Q(x)
=

A

x+ 1
+

B

x+
1

2

.

Étape3 : Calcul des coefficients
La méthode de calculer les coefficients A et B s’appelle la méthode des coefficients indéterminés et on
procède comme suit :

(a) En réduisant au même dénominateur les fractions du membre droit de l’équation ci-dessus, on ob-
tient :

P (x)

Q(x)
=

x

(x+ 1)(x+
1

2
)
=

(A+B)x+ (
A

2
+B)

(x+ 1)(x+
1

2
)

(b) En égalisant les coefficients des numérateurs de la relation ci-dessus et par identification, on obtient
le système des équations suivant :  A+B = 1,

A

2
+B = 0.

(c) La résolution de ce système donne : A = 2 et B = −1.
Ce qui implique que :

P (x)

Q(x)
=

2

x+ 1
+
−1

x+
1

2

.

Étape4 : Calcul de l’intégrale
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Par suite, ∫
xdx

(x− 1)(2x+ 1)
=

1

2

∫
P (x)

Q(x)
dx

=
1

2

(∫ 2

x+ 1
dx−

∫
dx

x+
1

2

)
dx

=
1

2

[(
2 ln |x+ 1|+ C1

)
−
(
ln |x+

1

2
|+ C2

))
En conséquence ∫

xdx

(x− 1)(2x+ 1)
= ln |x+ 1| − 1

2
ln |x+

1

2
|+ C.

2. Calculons
∫

2x2 + 41x− 91

(x− 1)(x+ 3)(x− 4)
dx : (la 3ème Question de l’exo 4)

Posons :
P (x) = 2x2 + 41x− 91 et Q(x) = (x− 1)(x+ 3)(x− 4)

Étape1 : Étude de la régularité de la fraction

Tout d’abord, remarquons que : deg(P (x)) = 2 < 3 = deg(Q(x)), donc, on déduit que la fraction
P (x)

Q(x)
est régulière.

Étape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples
De plus, l’équation Q(x) = 0 admet trois racines réelles simples : 1,−3 et 4, donc, d’après le théorème

fondamental de la décomposition, la fraction
P (x)

Q(x)
se décompose en éléments simples de type I

comme suit :
P (x)

Q(x)
=

A

x− 1
+

B

x+ 3
+

C

x− 4
.

Étape3 : Calcul des coefficients
Par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve A = 4 , B = −7 et C = 5.
Donc,

P (x)

Q(x)
=

4

x− 1
+
−7
x+ 3

+
5

x− 4
.

Étape4 : Calcul de l’intégrale
Par suite, ∫

P (x)

Q(x)
dx =

∫ ( 4

x− 1
+
−7
x+ 3

+
5

x− 4

)
dx

= 4

∫
dx

x− 1
− 7

∫
dx

x+ 3
+ 5

∫
dx

x− 4

= 4 ln |x− 1|+ C1 − 7 ln |x+ 3|+ C2 + 5 ln |x− 4|+ C3.

En conséquence∫
2x2 + 41x+ 91

(x− 1)(x+ 3)()x− 4
dx = 4 ln |x− 1| − 7 ln |x+ 3|+ 5 ln |x− 4|+ C.

3. Calculons
∫

4x+ 3

(x− 2)3
dx : (la 3ème Question de l’exo 2)

Posons :
P (x) = 4x+ 3 et Q(x) = (x− 2)3

11
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Étape1 : Étude de la régularité de la fraction
Tout d’abord, remarquons que : deg(P (x)) = 1 < 3 = deg(Q(x)), donc, on déduit que la fraction
P (x)

Q(x)
est régulière.

Étape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples
De plus, l’équation Q(x) = 0 admet une racine réelle multiple : x = 2. Alors, d’après le théorème

fondamental de la décomposition, la fraction
P (x)

Q(x)
se décompose en éléments simples de type I et II

comme suit :
P (x)

Q(x)
=

A

x− 2
+

B

(x− 2)2
+

C

(x− 2)3
.

Étape3 : Calcul des coefficients
Par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve A = 0 , B = 4 et C = 11.
Donc,

P (x)

Q(x)
=

4

(x− 2)2
+

11

(x− 2)3
.

Étape4 : Calcul de L’intégrale
Par suite, ∫

P (x)

Q(x)
dx =

∫ ( 4

(x− 2)2
+

11

(x− 2)3

)
dx

= 4

∫
dx

(x− 2)2
+ 11

∫
dx

(x− 2)3

=
−4
x− 2

+ C1 −
11

2
× 1

(x− 2)2
+ C2.

En conséquence, ∫
4x+ 3

(x− 2)3
dx =

−4
x− 2

− 11

2
× 1

(x− 2)2
+ C.

4. Calculons
∫ xdx

2x2 − 3x− 2
(la 2ème Question de l’exo 4)

Posons :
P (x) = x et Q(x) = 2x2 − 3x− 2

.
Étape1 : Étude de la régularité de la fraction
Tout d’abord, remarquons que : deg(P (x)) = 1 < deg(Q(x)) = 2, donc, on déduit que la fraction
P (x)

Q(x)
est régulière.

Étape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples
De plus, l’équation Q(x) = 0 admet deux racines réelles simples :

−1
2

et 2. Alors, en factorisant le

dénominateur Q(x) en éléments simples, on obtient : Q(x) = 2(x+
1

2
)(x− 2) et par suite

P (x)

Q(x)
=

x

2(x+
1

2
)(x− 2)

Posons : Q′(x) = (x+
1

2
)(x− 2)

Donc,
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P (x)

Q(x)
=

1

2

P (x)

Q′(x)

Alors, d’après le théorème fondamental de la décomposition, la fraction
P (x)

Q′(x)
se décompose en

éléments simples de type I comme suit :

P (x)

Q′(x)
=

A

x+
1

2

+
B

x− 2
.

Étape3 : Calcul des coefficients
Par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve : A =

1

5
et B =

4

5
.

Donc,

P (x)

Q′(x)
=

1

5

x+
1

2

+

4

5
x− 2

.

Ce qui implique que,

P (x)

Q(x)
=

1

10

x+
1

2

+

2

5
x− 2

.

Étape4 : Calcul de l’intégrale
Par suite, ∫

P (x)

Q(x)
dx =

∫ ( 1

10

x+
1

2

+

2

5
x− 2

)
dx

=
1

10

∫
dx

x+
1

2

+
2

5

∫
dx

x− 2

=
1

10
ln |x+

1

2
|+ C1 +

2

5
ln |x− 2|+ C2.

En conséquence, ∫
xdx

2x2 − 3x− 2
=

1

10
ln |x+

1

2
|+ 2

5
ln |x− 2|+ C

5. Calculons
∫

dx

6x3 − 7x2 − 3x
dx : (la 4ème Question de l’exo 4)

Posons :
P (x) = 1 = x0 et Q(x) = 6x3 − 7x2 − 3x

Étape1 : Ètude de la régularité de la fraction
Tout d’abord, remarquons que : deg(P (x)) = 0 < 3 = deg(Q(x)), donc, on déduit que la fraction
P (x)

Q(x)
est régulière.

Étape2 : Décomposition en éléments simples la fraction
En factorisant le dénominateur Q(x) en éléments simples, on obtient :

13
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Q(x) = 6x3 − 7x2 − 3x

= x(6x2 − 7x− 3)

= x
1

6
(x+

1

3
)(x− 3

2
)

=
1

6
x(x+

1

3
)(x− 3

2
)

Alors, l’équation Q(x) = 0 admet 3 racines réelles simples : 0,−1

3
et

3

2
.

Posons : Q′(x) = x(x+
1

3
)(x− 3

2
)

Par suite,
P (x)

Q(x)
=

1

6

P (x)

Q′(x)
.

Donc, d’après le théorème fondamental de la décomposition, la fraction
P (x)

Q′(x)
se décompose en élé-

ments simples de type I comme suit :

P (x)

Q′(x)
=
A

x
+

B

x+
1

3

+
C

x− 3

2

.

Étape3 : Calcul des coefficients
Par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve : A = −2 , B =

18

11
et C =

4

11
.

Ce qui implique que,

P (x)

Q′(x)
=
−2
x

+

18

11

x+
1

3

+

4

11

x− 3

2

.

D’où,

P (x)

Q(x)
=
−1

3
x

+

3

11

x+
1

3

+

2

33

x− 3

2

.

Étape4 : Calcul de l’intégrale
Par suite ∫

P (x)

Q(x)
dx =

∫ (−1

3
x

+

3

11

x+
1

3

+

2

33

x− 3

2

)
dx

= −1

3

∫
dx

x
+

3

11

∫
dx

x+
1

3

+
2

33

∫
dx

x− 3

2

= −1

3
ln |x|+ C1 +

3

11
ln |x+

1

3
|+ C2 +

2

33
ln |x− 3

2
|+ C3.

En conséquence∫
dx

6x3 − 7x2 − 3x
dx = −1

3
ln |x|+ 3

11
ln |x+

1

3
|+ 2

33
ln |x− 3

2
|+ C.

6. Calculons
∫

1 + 2x2

x2(1 + x2)
dx : (la 1ière Question de la partie II de l’exo 1)

Posons :
P (x) = 1 + 2x2 et Q(x) = x2(1 + x2).

14
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Étape1 : Étude de la régularité de la fraction
Tout d’abord, remarquons que : deg(P (x)) = 2 < 4 = deg(Q(x)) donc, on déduit que la fraction
P (x)

Q(x)
est régulière.

Étape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples
De plus, l’équation Q(x) = 0 admet une racine réelle multiple qui est 0 et deux racines complexes

simples : −i et i. Alors, d’après le théorème fondamental de la décomposition, la fraction
P (x)

Q(x)
se

décompose en éléments simples de types I, II et III comme suit :

P (x)

Q(x)
=

1 + 2x2

x2(1 + x2)
=
A

x
+
B

x2
+
Mx+N

1 + x2
.

Étape3 : Calcul des coefficients
Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient A = 0, B = 1, M = 0 et N = 1.
Donc,

P (x)

Q(x)
=

1 + 2x2

x2(1 + x2)
=

1

x2
+

1

1 + x2
.

Étape4 : Calcul de l’intégrale
Par suite, ∫

P (x)

Q(x)
dx =

∫
1 + 2x2

x2(1 + x2)
dx

=

∫
dx

x2
+

∫
dx

1 + x2

= − 1

x
+ C1 + arctan(x) + C2.

En conséquence, ∫
1 + 2x2

x2(1 + x2)
dx = − 1

x
+ arctan(x) + C.

7. Calculons
∫

(1 + x)2

x(1 + x2)
dx : (la 3ème Question de la partie II de l’exo 1)

Posons :
P (x) = (1 + x)2 et Q(x) = x(1 + x2).

Étape1 : Étude de la régularité de la fraction
Tout d’abord, remarquons que : deg(P (x)) = 2 < deg(Q(x)) = 3, donc, on déduit que la fraction
P (x)

Q(x)
est régulière.

Étape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples
De plus, l’équation Q(x) = 0 admet une racine réelle simple : 0 et deux racines complexes simples −i

et i. Alors, d’après le théorème fondamental de la décomposition, la fraction
P (x)

Q(x)
se décompose en

élément simples de types I et III comme suit :

P (x)

Q(x)
=

(1 + x)2

x(1 + x2)
=
A

x
+
Mx+N

1 + x2
.

Étape3 : Calcul des coefficients
Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient : A = 1, M = 0 et N = 2.

15
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Étape4 : Calcul de l’intégrale
Par suite, ∫

P (x)

Q(x)
dx =

∫
(1 + x)2

x(1 + x2)
dx

=

∫
dx

x
+ 2

∫
dx

1 + x2

= ln |x|+ C1 + 2arctan(x) + C2.

En conséquence : ∫
(1 + x)2

x(1 + x2)
dx = ln |x|+ 2arctan(x) + C.

8. Calculons
∫
x5 + x4 − 8

x3 − 4x
dx : (la 5 ème Question de l’exo 4)

Posons :
P (x) = x5 + x4 − 8 et Q(x) = x3 − 4x

Étape1 : Étude de la régularité de la fraction

Tout d’abord, remarquons que deg(P (x)) = 5 > 3 = deg(Q(x)), alors, la fraction
P (x)

Q(x)
est irrégu-

lière (non régulière)

Étape2 : Division Euclidienne de P (x) sur Q(x).
En faisant la division Euclidienne du numérateur P (x) sur le dénominateur Q(x) jusqu’à l’obtention
d’un reste dont le degré est inférieur strictement au degré de Q(x), on trouve :

x5 + x4 − 8

x3 − 4x
= x2 + x+ 4︸ ︷︷ ︸

Quotient

+

Reste︷ ︸︸ ︷
4x2 + 16x− 8

x3 − 4x︸ ︷︷ ︸
Diviseur

Posons : S(x) = x2 + x+ 4 et R(x) = 4x2 + 16x− 8.
Donc,

P (x)

Q(x)
= S(x) +

R(x)

Q(x)

Remarquons que : degR(x) = 4x2 + 16x − 8 = 2 < 3 = degQ(x) = x3 − 4x, donc la fraction
4x2 + 16x− 8

x3 − 4x
est régulière.

Étape3 : Calcul de l’intégrale
On a, ∫

P (x)

Q(x)
dx =

∫
S(x)dx+

∫
R(x)

Q(x)
dx

Alors, ∫
x5 + x4 − 8

x3 − 4x︸ ︷︷ ︸
Fraction irrégulière

dx =

∫
x2 + x+ 4︸ ︷︷ ︸

Polynome

dx+

∫
4x2 + 16x− 8

x3 − 4x︸ ︷︷ ︸
Fraction régulière

dx.

C-à-d, l’intégrale d’une fraction irrégulière se ramène à calculer une intégrale polynomiale et une
intégrale d’une fraction régulière.

Étape4 : Calcul de l’intégrale de la fraction régulière
∫ 4x2 + 16x− 8

x3 − 4x
dx

Remarquons que :
Q(x) = x3 − 4x = x(x2 − 4) = x(x− 2)(x+ 2)
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Alors, l’équation Q(x) = 0 admet trois racines réelles simples : 0,−2 et 2, donc, d’après le théorème

fondamental de la décomposition, la fraction
R(x)

Q(x)
=

4x2 + 16x− 8

x3 − 4x
se décompose en éléments

simples de type I comme suit :

R(x)

Q(x)
=
A

x
+

B

x+ 2
+

C

x− 2
.

Par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve A = 2 , B = 5 et C = −3.
Donc,

R(x)

Q(x)
=

2

x
+

5

x+ 2
+
−3
x− 2

.

Par suite, ∫
R(x)

Q(x)
dx =

∫ ( 2
x
+

5

x+ 2
+
−3
x− 2

)
dx

= 2

∫
dx

x
+ 5

∫
dx

x+ 2
− 3

∫
dx

x− 2

= 2 ln |x|+ C1 + 5 ln |x+ 2|+ C2 − 3 ln |x− 2|+ C3.

= 2 ln |x|+ 5 ln |x+ 2|+−3 ln |x− 2|+ C4.

Étape5 : Calcul de l’intégrale de la fraction irrégulière
P (x)

Q(x)
.

Par conséquent :∫
P (x)

Q(x)
dx =

∫
(x2 + x+ 4)dx+ 2 ln |x|+ 5 ln |x+ 2| − 3 ln |x− 2|+ C4.

=
1

3
x3 +

1

2
x2 + 4x+ C5 + 2 ln |x|+ 5 ln |x+ 2| − 3 ln |x− 2|+ C4.

Finalement, on déduit que :∫
x5 + x4 − 8

x3 − 4x
dx =

1

3
x3 +

1

2
x2 + 4x+ 2 ln |x|+ 5 ln |x+ 2| − 3 ln |x− 2|+ C.
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3 Rappel sur la méthode d’intégration des fonctions irrationnelles
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Certaines fonctions irrationnelles peuvent se ramener à une intégration de fonctions 
rationnelles par un changement de variable. 

Forme de l’intégrale  Le changement de variable convenable  
 
 
 

I. ∫࢞)ࡾ, ට࢞ࢇା࢈
ࢊା࢞ࢉ

࢔
     ࢞ࢊ(

 tel que :    ࢊࢇ− ࢈ࢉ ≠ ૙ . 

Posons :  ࢚ = ට࢞ࢇା࢈
ࢊା࢞ࢉ

࢔
 .  

On obtient, après calcul : 
௡ݐ  = ௔௫ା௕

௖௫ାௗ
ݔ ,  = ௗ௧೙ି௕

௔ି௖௧೙
  et ݀ݔ = ௡(௔ௗି௖௕)௧೙షభ

(௔ି௖௧೙)మ
 .ݐ݀

D’où : 

	∫ ܴ ቆݔ, ට௔௫ା௕
௖௫ାௗ

೙ ቇ݀ = ∫ܴ ቀௗ௧
೙ି௕

௔ି௖௧೙
	 , ቁ௡(௔ௗି௖௕)௧೙షభݐ

(௔ି௖௧೙)మ ݐ݀ =  .ݐ݀(ݐ)∗ܴ∫

 
Où,  ܴ∗ est une fonction rationnelle en t. 
 

 
 
 

II. ∫࢞)ࡾ,ቀ࢞ࢇା࢈
ࢊା࢞ࢉ

ቁ
૚࢓
૚࢔ , … , ቀ࢞ࢇା࢈

ࢊା࢞ࢉ
ቁ
࢑࢓
࢑࢔    ࢞ࢊ(

tel que :   ࢏࢓ ∈ ℤ; ࢏∀	 ∈ {૚, . .  	,{࢑,
࢏࢔		 ∈ ℕ∗,∀࢏ ∈ {૚, . . −ࢊࢇ,{࢑, ࢈ࢉ ≠ ૙ . 

 

Posons : ࢚࢘ = ࢈ା࢞ࢇ
ࢊା࢞ࢉ

  tel que : ࢘ = ,૛࢔,૚࢔)ࡹ࡯ࡼࡼ …   .(࢑࢔,
On obtient,  après calcul : 

ݔ = ௗ௧ೝି௕
௔ି௖௧ೝ

= ,(ݐ)݈ ݔ݀ = ቀ௔௫ା௕				 et , (ݐ)′݈
௖௫ାௗ

ቁ
೘೔
೙೔ = ௥ݐ

೘೔
೙೔ , ݅ ∈ {1, . . , ݇}. 

 
En remplaçant ces valeurs dans l’intégrale initiale, on obtient : 

,ݔ)ܴ∫ ቀ௔௫ା௕
௖௫ାௗ

ቁ
೘భ
೙భ , … , ቀ௔௫ା௕

௖௫ାௗ
ቁ
೘ೖ
೙ೖ ݔ݀( =     ,ݐ݀(ݐ)∗∗ܴ∫

  
avec ܴ∗∗ est évidement une fonction rationnelle en ݐ. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 

III. ∫ +ࢇ)࢓࢞    ,࢞ࢊ࢖(࢔࢞࢈
tel que : ࢈,ࢇ ∈ ℝ;࢖,࢔,࢓ ∈ ℚ	. 

 
 
 
 

On étudie séparément les trois cas suivants : 

Cas 1 : Cas 2 : Cas 3 : 

Si ܘ ∈ ℤ  
 

Si ܕା૚
ܖ

 ∈ ℤ et 
 fractionnaire	࢖
   

Si ܕା૚
ܖ

 et p des 
nombres 
fractionnaires 
mais  ܕା૚

ܖ
	+p∈ ℤ  
 

Posons : 
࢞ =  ,࢑ࢠ

 
où 
 est le ࢑ 
dénominateur 
commun des 
fractions  ࢓	࢚ࢋ	࢔. 
 

Posons :  
ࢇ + ࢔࢞࢈ =  ,࢑ࢠ

 
où  
 est le ࢑
dénominateur 
de ࢖. 

Posons : 
࢔࢞࢈ାࢇ

࢔࢞
=  , ࢑ࢠ

 
où  
 est le ࢑
dénominateur  
de ࢖. 
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3.1 Solution de l’exercice 2

A l’aide d’un changement de variable, calculons :

1.
∫

dx

1 +
√
x+ 1

:

Remarquons que cette intégrale est de la forme
∫
R
(
x,

n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx (forme I voir le tableau) avec

a = 1, b = 1, c = 0, d = 1 et n = 1. Alors, on effectue le changement de variable suivant :

t =
√
x+ 1

Donc,
t2 = x+ 1, x = t2 − 1, dx = 2tdt.

D’où, l’intégrale initiale se transforme comme suit :

intégrale irrationnelle←
[ ∫ dx

1 +
√
x+ 1

]
=

∫
2tdt

1 + t

= 2
[ ∫ t

1 + t
dt
]
−→intégrale rationnelle

= 2

∫
1 + t− 1

1 + t
dt

= 2

∫ (
1− 1

1 + t

)
dt

= 2
(∫

dt−
∫

dt

1 + t

)
= 2t− 2 ln |1 + t|+ C.

En remplaçant t par sa valeur en x, on obtient :∫
dx

1 +
√
x+ 1

= 2
√
x+ 1− 2 ln |1 +

√
x+ 1|+ C

2.
∫

x3

√
x− 1

dx.

On a : ∫
x3

√
x− 1

dx =

∫
x3(x− 1)−

1
2 dx

Remarquons que cette intégrale est de la forme :
∫
xm(a+ bxn)pdx avec a = −1, b = 1, m = 3, p = − 1

2

et n = 1.

De plus, comme p = − 1
2 est fractionnaire et

m+ 1

n
=

3 + 1

1
= 4 ∈ Z, on déduit qu’on est dans

le deuxième cas de la forme III (voir le tableau). Pour cela, on effectue le changement de variable
suivant :

a+ bxn = tk avec k est la dénominateur de p.

C-à-d : t2 = x− 1.
Donc, t2 + 1 = x, dx = 2tdt.
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En faisant ce changement de variable, on obtient :

intégrale irrationnelle←
[ ∫ x3

√
x− 1

dx
]
=

∫
(t2 + 1)3

t
2tdt

= 2
[ ∫

(t2 + 1)3dt
]
−→intégrale rationnelle

= 2

∫
(t6 + 3t4 + 3t2 + 1)dt

=
2

7
t7 +

6

5
t5 + 2t3 + 2t+ C

En remplaçant t par sa valeur en x, on trouve :∫
x3

√
x− 1

dx =
2

7
(
√
x− 1)7 +

6

5
(
√
x− 1)5 + 2(

√
x− 1)3 + 2

√
x− 1 + C.

3.
∫

dx

x
√
x+ 1

=

∫
x−1(x+ 1)−

1
2 dx

On a : ∫
dx

x
√
x+ 1

=

∫
x−1(x+ 1)−

1
2 dx

Remarquons que cette intégrale est de la forme
∫
xm(a+ bxn)pdx avec a = 1, b = 1, n = 1, m = −1

et p = − 1
2 .

Comme p = − 1
2 est fractionnaire et

m+ 1

n
=
−1 + 1

1
= 0 ∈ Z alors, on déduit qu’on est dans

le deuxième cas de la forme III (voir le tableau). Pour cela, on effectue le changement de variable
suivant :

a+ bxn = tk avec k est la dénominateur de p

C-à-d : t2 = x+ 1 Donc,
t2 − 1 = x, dx = 2tdt

En remplaçant ces expressions dans l’intégrale donnée, on obtient :

intégrale irrationnelle←
[ ∫ dx

x
√
x+ 1

dx
]
=

∫
2tdt

(t2 − 1)t

= 2
[ ∫ dt

t2 − 1

]
→intégrale rationnelle.

Maintenant, calculons
∫

dt

t2 − 1
en utilisant la méthode de la décomposition des fonctions rationnelles.

Posons : P (t) = 1 et Q(t) = t2 − 1.

Remarquons tout d’abord que la fraction
P (t)

Q(t)
est régulière. De plus, l’équation Q(t) = 0 admet

deux racines réelles simples : −1 et 1. Alors, d’après le théorème fondamental de la décomposition, la

fraction
P (t)

Q(t)
se décompose en éléments simples de type I comme suit :

P (t)

Q(t)
=

A

t− 1
+

B

t+ 1
.

Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient A = 1
2 et B = − 1

2 .
D’où :

P (t)

Q(t)
=

1
2

t− 1
+
− 1

2

t+ 1
.
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Par suite : ∫
P (t)

Q(t)
dt =

∫
dt

t2 − 1

=
1

2

∫
dt

t− 1
− 1

2

∫
dt

t+ 1

=
1

2
ln |t− 1| − 1

2
ln |t+ 1|+ C

=
1

2

(
ln |t− 1| − ln |t+ 1|

)
+ C

=
1

2
ln | t− 1

t+ 1
|+ C.

En conséquence, ∫
dx

x
√
x+ 1

= 2

∫
dt

t2 − 1

= ln
∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣+ C

En remplaçant t par sa valeur en x, on trouve :∫
dx

x
√
x+ 1

= ln
∣∣∣√x+ 1− 1√
x+ 1 + 1

∣∣∣+ C

4.
∫

x+ 1

x
√
x− 2

dx

Remarquons tout d’abord que :

∫
x+ 1

x
√
x− 2

dx =

∫
x

x
√
x− 2

dx+

∫
1

x
√
x− 2

dx

=

∫
dx√
x− 2

+

∫
dx

x
√
x− 2

Posons : J1 =

∫
dx√
x− 2

et J2 =

∫
dx

x
√
x− 2

et calculons les séparément.

Calculons J1 =

∫
dx√
x− 2

Cette intégrale est de la forme :
∫
R
(
x,

n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx avec a = 1, b = −2, c = 0, d = 1 et n = 2.

Alors, on effectue le changement de variable suivant :

t =
n

√
ax+ b

cx+ d
=
√
x− 2.

Donc, t2 = x− 2, t2 + 2 = x, dx = 2tdt.
En remplaçant ces expressions dans l’intégrale J1, on obtient :∫

dx√
x− 2

=

∫
2tdt

t
= 2t+ C1.

D’où, ∫
dx√
x− 2

= 2
√
x− 2 + C1
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Calculons J2 =

∫
dx

x
√
x− 2

On a : ∫
dx

x
√
x− 2

=

∫
x−1(x− 2)

−
1

2

Cette intégrale est de la forme :
∫
xm(a+ bxn)pdx, avec :m = −1, a = −2, b = 1, n = 1, p = −1

2

Comme :
m+ 1

n
=
−1 + 1

1
= 0 ∈ Z et p = −1

2
est fractionnaire, alors, on est dans le deuxième

cas de la forme III (voir le tableau). Pour cela, on effectue le changement de variable suivant :

tk = a+ bxn avec k est le dénominateur de p

C-à-d : t2 = x− 2, donc :
x = t2 + 2, dx = 2tdt

Par suite, on a :

Intégrale irrationnelle←
[ ∫ dx

x
√
x− 2

]
=

∫
2tdt

(t2 + 2)t

= 2
[ ∫ dt

t2 + 2

]
→Intégrale rationnelle

= 2
[ 1√

2
arctan

t√
2
+ C2

]
=
√
2 arctan

t√
2
+ C3

En revenant à la variable initiale x, on obtient :∫
dx

x
√
x− 2

=
√
2 arctan

√
x− 2

2
+ C3

Finalement, on déduit que :∫
dx

x
√
x− 2

= J1 + J2 = 2
√
x− 2 +

√
2 arctan

√
x− 2

2
+ C

3.2 Solution de l’exercice 5

Calculons les intégrales irrationnelles suivantes :

1.
∫

dx

1 +
√
x

Cette intégrale est de la forme
∫
R
(
x,

n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx avec a = 1, b = 0, c = 0, d = 1 et n = 1. Alors,

on effectue le changement de variable suivant :

t =
n

√
ax+ b

cx+ d
=
√
x

Donc,
t2 = x, dx = 2tdt.
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Par suite, en tenant compte du changement de variable effectué, on peut écrire :

intégrale irrationnelle←
∫

dx

1 +
√
x
=

∫
2tdt

1 + t

= 2
[ ∫ t

1 + t
dt
]
→ intégrale rationnelle

= 2

∫
1 + t− 1

1 + t
dt

= 2

∫ (
1− 1

1 + t

)
dt

= 2

∫
dt− 2

∫
dt

1 + t

= 2t− 2 ln |1 + t|+ C

En revenant à la variable x, on obtient :∫
dx

1 +
√
x
= 2
√
x− 2 ln |1 +

√
x|+ C

2.
∫

1 +
√
x+ 1

1 +
3√
x+ 1

dx

On a, ∫
1 +
√
x+ 1

1 +
3√
x+ 1

dx =

∫
1− (x+ 1)

1
2

1 + (x+ 1)
1
3

dx

Cette intégrale est de la forme
∫
R
(
x,
(ax+ b

cx+ d

)m1
n1 , · · · , ax+ b

cx+ d

)mk
nk

)
dx avec a = 1, b = 1, c = 0, d = 1,

m1

n1
= 1

2 et m2

n2
= 1

3 (forme II voir le tableau). Alors, on effectue le changement de variable suivant :

tr =
ax+ b

cx+ d
où :r = PPCM(n1, n2)

c’est à dire r = PPCM(2, 3) = 6 et donc, t6 = x+ 1.
D’où,

x = t6 − 1, dx = 6t5dt.

En remplaçant ces expressions dans l’intégrale initiale, on se ramène à une intégrale d’une fonction
rationnelle comme suit :

intégrale irrationnelle←
[ ∫ 1 +

√
x+ 1

1 +
3√
x+ 1

dx
]
=

∫
1− (t6)

1
2

1 + (t6)
1
3

× 6t5dt

= 6

∫
1− t3

1 + t2
× t5dt

= 6
[ ∫ t5 − t8

1 + t2
dt
]
→intégrale rationnelle

Maintenant, calculons l’intégrale rationnelle
∫
t5 − t8

1 + t2
dt

Posons : P (t) = t5 − t8 et Q(t) = 1 + t2.

On remarque que la fraction
P (t)

Q(t)
est irrégulière. Alors, en faisant la division Euclidienne de P (t)
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sur Q(t) jusqu’à l’obtention d’un reste dont le degré est inférieur strictement au degré de Q(t) on
obtient :

P (t)

Q(t)
= −t6 + t4 + t3 − t2 − t+ 1 +

t− 1

1 + t2

D’où : ∫
P (t)

Q(t)
dt =

∫
(−t6 + t4 + t3 − t2 − t+ 1)dt+

∫
t− 1

1 + t2
dt

= −1

7
t7 +

1

5
t5 +

1

4
t4 − 1

3
t3 − 1

2
t2 + t+ C1 +

∫
t− 1

1 + t2
dt.

Calculons l’intégrale régulière
∫

t− 1

1 + t2
dt.

On a :∫
t− 1

1 + t2
dt =

∫
t

1 + t2
dt−

∫
1

1 + t2
dt

=
1

2

∫
2t

1 + t2
dt−

∫
dt

1 + t2

=
1

2
ln |t2 + 1| − arctan t+ C2

Par conséquent :∫
1 +
√
x+ 1

1 +
3√
x+ 1

dx = 6

∫
P (t)

Q(t)
dt

= −6

7
t7 +

6

5
t5 +

3

2
t4 − 2t3 − 3t2 + 6t+ 6C1 + 3 ln |t2 + 1| − 6 arctan t+ 6C2

En revenant à la variable initiale x, on obtient :∫
1 +
√
x+ 1

1 +
3√
x+ 1

dx=−6

7
(x+ 1)

7
6 − 6

5
(x+ 1)

5
6 +

3

2
(x+ 1)

2
3 − 2(x+ 1)

1
2 − 3(x+ 1)

1
3

+6(x+ 1)
1
6 + 3 ln |(x+ 1)

1
3 + 1| − 6 arctan(x+ 1)

1
6 + C.

3.
∫

dx

x(1 + 2
√
x+

3√
x)

On a :∫
dx

x(1 + 2
√
x+

3√
x)

=

∫
dx

x+ 2x
√
x+ x

3√
x

=

∫
dx

x+ 2x
3
2 + x

4
3

Cette intégrale est de la forme :
∫
R
(
x,
(ax+ b

cx+ d

)m1
n1 , · · · , ax+ b

cx+ d

)mk
nk

)
dx avec a = 1, b = 0, c = 0, d = 1,

m1

n1
= 1, m2

n2
= 3

2 et m3

n3
= 4

3 tel que : ad − bc = 1 − 0 = 1 6= 0 (forme II voir le tableau). Alors, on
effectue le changement de variable suivant :

tr =
ax+ b

cx+ d
où r = PPCM(n1, n2, n3)

C’est à dire :
r = PPCM(1, 2, 3) = 6 et donc : t6 = x, dx = 6t5dt.
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En substituant ces expressions dans l’intégrale, on obtient :

intégrale irrationnelle←
[ ∫ dx

x(1 + 2
√
x+

3√
x)

]
=

∫
dx

x+ 2x
3
2 + x

4
3

=

∫
6t5dt

t6 + 2t9 + t8

= 6

∫
dt

t+ 2t4 + t3

= 6

∫
dt

t(1 + 2t3 + t2)

= 6

∫
dt

t(t+ 1)(2t2 − t+ 1)

= 3
[ ∫ dt

t(t+ 1)(t2 − t
2 + 1

2 )

]
→ intégrale rationnelle

(3.1)

Calculons l’intégrale rationnelle :
∫

dt

t(t+ 1)(t2 − t
2 + 1

2 )

Comme la dénominateur de la fraction
dt

t(t+ 1)(t2 − t
2 + 1

2 )
admet deux racines réelles simples : 0 et

−1 et deux racines complexes simples :
1− i

√
7

4
et

1 + i
√
7

4
. Alors, d’après le théorème fondamental

de la décomposition, la fraction
dt

t(t+ 1)(t2 − t
2 + 1

2 )
se décompose en éléments simples de type I et

III comme suit :
dt

t(t+ 1)(t2 − t
2 + 1

2 )
=
A

t
+

B

t+ 1
+

Mt+N

t2 − t
2 + 1

2

.

Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient A = 2, B = −1

2
, M = −3

2
et N =

1

4
.

En remplaçant ces valeurs dans l’expression ci-dessus et en intégrant on obtient :∫
dt

t(t+ 1)(t2 − t
2 + 1

2 )
= 2

∫
dt

t
− 1

2

∫
dt

t+ 1
+

∫ − 3
2 t+

1
4

t2 − t
2 + 1

2

dt

= 2 ln |t|+ C1 −
1

2
ln |t+ 1|+ C2 −

3

2

∫
t− 1

6

t2 − t
2 + 1

2

dt

(3.2)

Calculons
∫

t− 1
6

t2 − t
2 + 1

2

dt

On a : ∫
t− 1

6

t2 − t
2 + 1

2

dt =
1

2

∫
2t− 1

3

t2 − t
2 + 1

2

dt

=
1

2

∫
2t− 1

2 + 1
2 −

1
3

t2 − t
2 + 1

2

dt

=
1

2

∫
2t− 1

2 + 1
6

t2 − t
2 + 1

2

dt

=
1

2

[ ∫ 2t− 1
2

t2 − t
2 + 1

2

dt+
1

6

∫
dt

t2 − t
2 + 1

2

]
=

1

2

[
ln |t2 − t

2
+

1

2
|+ C3 +

1

6

∫
dt

t2 − t
2 + 1

2

]

(3.3)
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Calculons
∫

dt

t2 − t
2 + 1

2
Remarquons que :

t2 − t

2
+

1

2
=
(
t− 1

4

)2 − 1

16
+

1

2

=
(
t− 1

4

)2
+

7

16

=
(
t− 1

4

)2

+
(√7

4

)2

.

Alors, effectuons le changement de variable suivant : (voir le résumé de la méthode de décomposition
des fonctions rationnelles : calcul des intégrales de type III)
Posons : z = t− 1

4
, dz = dt.

Donc, ∫
dt

t2 − t
2 + 1

2

=

∫
dt(

t− 1

4

)2

+
(√7

4

)2

=

∫
dz

z2 +
(√7

4

)2

=
4√
7
arctan

( 4√
7
z
)
+ C4

=
4√
7
arctan

( 4√
7
(t− 1

4
)
)
+ C4.

(3.4)

Par suite, on trouve,∫
t+ 1

6

t2 − t
2 + 1

2

dt =
1

2

[
ln |t2 − t

2
+

1

2
|+ C2 +

1

6

∫
dt

t2 − t
2 + 1

2

]
=

1

2

[
ln |t2 − t

2
+

1

2
|+ C2 +

2
√
7

21
arctan

( 4√
7
(t− 1

4
)
)
+ C5

]
.

Ce qui implique que :

−3

2

∫
t+ 1

6

t2 − t
2 + 1

2

dt = −3

4
ln |t2 − t

2
+

1

2
| −
√
7

14
arctan

( 4√
7
(t− 1

4
)
)
+ C6.

On peut écrire :∫
dt

t(t+ 1)(t2 − t
2 + 1

2 )
= 2 ln |t| − 1

2
ln |t+ 1| − 3

4
ln |t2 − t

2
+

1

2
| −
√
7

14
arctan

( 4√
7
(t− 1

4
)
)
+ C7.

Par conséquent, on déduit que :∫
dx

x(1 + 2
√
x+

3√
x)

= 3

∫
dt

t(t+ 1)(t2 − t
2 + 1

2 )

= 6 ln |t| − 3

2
ln |t+ 1| − 9

4
ln |t2 − t

2
+

1

2
| − 3

√
7

14
arctan

( 4√
7
(t− 1

4
)
)
+ C

En revenant à la variable initiale x, on obtient :∫
dx

x(1 + 2
√
x+

3√
x)

= 6 ln | 6√
x| − 3

2
ln | 6√

x+ 1| − 9
4 ln | 3√

x−
6√
x

2 + 1
2 |

−3
√
7

14
arctan

( 4√
7
(

6√
x− 1

4 )
)
+ C
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4.
∫

dx

(1 +
4√
x)3
√
x

Remarquons que : ∫
dx

(1 +
4√
x)3
√
x
=

∫
dx(

1 + x
1
4

)3
x

1
2

=

∫
x−

1
2

(
1 + x

1
4

)−3
dx.

Cette intégrale est de la forme :∫
xm(a+ bxn)pdx avec m =

−1
2
, a = 1, b = 1, n =

1

4
et p = −3.

Puisque p est un entier, on est dans le premier cas de la forme III (voir le tableau). Donc, on effectue
le changement de variable suivant :

x = zk tel que : k est le dénominateur commun des fractions m et n

C’est à dire :
x = z4, dx = 4z3dz.

Alors,

intégrale irrationnelle←
[∫ dx

(1 +
4√
x)3
√
x

]
=

∫
dx(

1 + x
1
4

)3
x

1
2

=

∫
4z3dz(

1 + (z4)
1
4

)3
(z4)

1
2

= 4

∫
z3

(1 + z)3z2
dz

= 4
[ ∫ z

(1 + z)3
dz
]
→intégrale rationnelle

Calculons l’intégrale rationnelle :
∫

z

(1 + z)3
dz

Posons : P (z) = z et Q(z) = (1 + z)3.

On constate que la fraction
P (z)

Q(z)
est régulière. De plus, l’équation Q(z) = 0 admet une racine réelle

multiple : z = −1. Alors, d’après le théorème fondamental de la décomposition, la fraction
P (z)

Q(z)
se

décompose en éléments simples de type II comme suit :

P (z)

Q(z)
=

A

1 + z
+

B

(1 + z)2
+

C

(1 + z)3
.

Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient : A = 0, B = 1 et C = −1.
D’où,

P (z)

Q(z)
=

1

(1 + z)2
− 1

(1 + z)3
.

En intégrant, on trouve : ∫
P (z)

Q(z)
dz =

∫
z

(1 + z)3
dz

=

∫
dz

(1 + z)2
−
∫

dz

(1 + z)3

= − 1

1 + z
+

1

2

1

(1 + z)2
+ C.
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Par conséquent : ∫
dx

(1 +
4√
x)3
√
x
= 4

∫
z

(1 + z)3
dz

= − 4

1 + z
+

2

(1 + z)2
+ C

En revenant à la variable initiale x, on trouve :∫
dx

(1 +
4√
x)3
√
x
= − 4

1 +
4√
x
+

2

(1 +
4√
x)2

+ C
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4 Rappel sur la méthode d’intégration par partie

Méthode d’intégration par partie

Un grand nombre d’intégrales se calcule par cette méthode qu’est donnée par le théorème suivant :

Théorème 4.1. Soient U, V deux fonctions dérivables sur un intervalle I ∈ R telle que la fonction U ′V admet
une primitive sur I . Alors, la fonction UV ′ admet une primitive et on a :∫

U · V ′ = U · V −
∫
U ′ · V (4.1)

En particulier, ce théorème est vrai si U, V ∈ C1(R).

Exemple : Calculer
∫
x arctanxdx par la méthode d’intégration par partie.

On procède comme suit :

1ière étape : Choix des fonctions U et V

Comme la dérivée de la fonction x 7−→ arctanx est facile à calculer et la primitive de la fonction
x 7−→ x est connue, alors, posons :

U = arctanx, V ′ = x

Donc,

U ′ =
1

1 + x2
, V =

x2

2

2ème étape : Application de la loi d’intégration par partie∫
x arctanxdx =

∫
U · V ′

= U · V −
∫
U ′ · V

= (arctanx) · (x
2

2
) + C1 −

∫
1

(1 + x2)
· x

2

2
dx

=
x2

2
arctanx+ C1 −

1

2

∫
x2

1 + x2
dx.
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Remarquons que l’intégrale
∫
U ′ · V =

1

2

∫
x2

1 + x2
dx est plus facile à calculer que∫

U · V ′ =
∫
x arctanxdx. Alors, notre choix est judicieux (c’est le bon choix, donc on est dans le

bon chemin).
Par suite, ∫

x arctanxdx =
x2

2
arctanx+ C1 −

1

2

∫
x2

1 + x2
dx

=
x2

2
arctanx+ C1 −

1

2

∫
x2 + 1− 1

1 + x2
dx

=
x2

2
arctanx+ C1 −

1

2

(∫
dx−

∫
dx

1 + x2

)
=
x2

2
arctanx+ C1 −

1

2

(
x+ C2 − arctanx+ C3

)
Finalement, on déduit que :∫

x arctanxdx =
1

2
(x2 + 1) arctanx− x

2
+ C

4.1 Solution de l’exercice 3

Calculons par la méthode d’intégration par partie les intégrales suivantes :

1.
∫
xnlnxdx(n 6= 1)

Étape1 : Choix des fonctions U et V .
Posons :

U = lnx, V ′ = xn

Donc,

U ′ =
1

x
, V =

xn+1

n+ 1

Étape2 : Application de la loi d’intégration par partie.
Par suite, ∫

xnlnxdx =

∫
UV ′

= UV −
∫
U ′V

=
xn+1

n+ 1
lnx+ C1 −

∫
1

x

xn+1

n+ 1
dx

=
xn+1

n+ 1
lnx+ C1 −

1

n+ 1

∫
xndx

Remarquons que :
∫
U ′V =

∫
xndx est plus facile à calculer que :

∫
UV ′ =

∫
xn ln dx. Donc,

on est dans le bon chemin. D’où,∫
xnlnxdx =

xn+1

n+ 1
lnx+ C1 −

[ 1

n+ 1

xn+1

n+ 1
+ C2

]
Par conséquent : ∫

xnlnxdx =
xn+1

n+ 1
(lnx− 1

n+ 1
) + C.
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2.
∫

arccosxdx :

Étape1 : Choix des fonctions U et V ′.
Posons :

U = arccosx, V ′ = 1

Donc,

U ′ = − 1√
1− x2

, V = x

Étape2 : Application de la loi d’intégration par partie.
Par suite, ∫

arccosxdx =

∫
UV ′

= UV −
∫
U ′V

= x arccosx+ C1 −
∫
− x√

1− x2
dx

= x arccosx+ C1 +

∫
x√

1− x2
dx

= x arccosx+ C1 +

∫
x(1− x2)−

1
2 dx.

Remarquons que :
∫
x(1− x2)−

1
2 est plus facile à calculer que :

∫
arccosxdx. Donc, on est

dans le bon chemin.
Calculons l’intégrale irrationnelle :

∫
x(1− x2)−

1
2 dx :

On constate que :
∫
x(1−x2)−

1
2 dx est de la forme :

∫
xm(a+ bxn)pdx tel que :m = 1, a = 1, b = −1,

n = 2, p = − 1
2 .

Comme p = − 1
2 est fractionnaire, alors, on est dans le deuxième cas de la forme III (voir le para-

graphe d’intégration des fonctions irrationnelles exo 2 et 5). Pour cela, on effectue le changement
de variable suivant :

z2 = 1− x2, 2zdz = −2xdx, xdx = −zdz

Ce qui implique que : ∫
x(1− x2)−

1
2 dx =

∫
x√

1− x2
dx

=

∫
−zdz
z

= −
∫
dz

= −z + C2

= −
√
1− x2 + C2.

En conséquent, ∫
arccosxdx = x arccosx+−

√
1− x2 + C
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3.
∫

arctan
√
xdx :

On rappelle que si I ⊂ R, f est dérivable sur I et g est dérivable sur f(I) alors, la fonction composée
g ◦ f est dérivable sur I et

(g ◦ f)′(x) = f ′(x)g′(f(x)).

Étape1 : Choix des fonctions U et V ′.
Posons :

U = arctan
√
x, V ′ = 1

Donc,

U ′ =
1

2
√
x

1
2
√
x

1 + x
=

1

4

1

x+ x2
, V = x

Étape2 : Application de la loi d’intégration par partie.
Par suite, ∫

arctan
√
xdx =

∫
UV ′

= UV −
∫
U ′V

= x arctan
√
x−

∫
1

4

x

x+ x2
dx

= x arctan
√
x− 1

4

∫
1

1 + x
dx

Remarquons que :
∫

1

1 + x
dx est plus facile à calculer que :

∫
arctan

√
xdx. Donc, on est dans

le bon chemin.
D’où, ∫

arctan
√
xdx = x arctan

√
x− 1

4
ln |1 + x|+ C

4.
∫
x cos2 xdx :

Remarquons tout d’abord que cette intégrale peut être exprimée comme suit :∫
x cos2 xdx =

∫
x(

cos(2x) + 1

2
)

=
1

2

∫
[x+ xcos(2x)]dx

=
1

2

∫
xdx+

1

2

∫
x cos(2x)dx

=
1

4
x2 + C1 +

1

2

∫
x cos(2x)dx.

Maintenant, calculons par la méthode d’intégration par partie :
∫
x cos(2x)dx.

Étape1 : Choix des fonctions U et V ′.
Posons :

U = x, V ′ = cos(2x) donc U ′ = 1, V =
1

2
sin(2x)
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Étape2 : Application de la loi d’intégration par partie.
Il vient que : ∫

x cos(2x)dx =

∫
UV ′

= UV −
∫
U ′V

=
1

2
x sin(2x)− 1

2

∫
sin(2x)dx

Remarquons que :
∫

sin(2x)dx est plus facile à calculer que :
∫
x cos(2x)dx. Donc, on est dans

le bon chemin.
D’où, ∫

x cos(2x)dx =
1

2
x sin(2x) +

1

4
cos(2x) + C2

En remplaçant la valeur de
∫
x cos(2x)dx dans l’intégrale initiale, on trouve :

∫
x cos2 xdx =

1

4
x2 + C1 +

1

4
x sin(2x) +

1

8
cos(2x) + C2

Finalement, on déduit que :∫
x cos2 xdx =

1

4
[x2 + x sin(2x) +

1

2
cos(2x)] + C
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5 Rappel sur la méthode d’intégration d’une classe de fonctions trigo-
nométriques

Méthode d’intégration d’une classe de fonctions trigonométriques :∫
R(sinx, cosx, tanx)dx

Pour ce type d’intégrale on éffectue le changement de variable suivant :
t = tan

x

2
⇔ x = 2arctan t

Dans ce cas, on a :

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2

tanx =
2t

1− t2
, dx =

2dt

1 + t2
En remplaçant ces expressions dans l’intégrale, on obtient :∫

R
( 2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2
,

2t

1− t2
) 2dt

1 + t2
=

∫
F(t)dt

où F est une fonction rationnelle en t.
c-à-d le changement de variable effectué permet de transformer l’intégrale trigonométrique à une intégrale ra-
tionnelle.

Remarque :

La méthode générale établie pour ce type d’intégrale peut mener à des calculs parfois difficiles ou trés
longs (voir l’éxemple2). Dans ce cas, il est préférable de choisir l’un parmi les changements de variable
suivants : t = sinx, t = cosx, ou t = tanx.
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Exemple 1 : Calculer
∫

dx

1 + cosx
On effectue le changement de variable :

t = tan
x

2
,

Donc :

cosx =
1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
.

Par suite,∫
dx

1 + cosx
=

∫
2dt

1 + t2
× 1

1 +
1− t2

1 + t2

=

∫
2dt

1 + t2
× 1 + t2

2

=

∫
dt

= t+ C.

D’où, ∫
dx

1 + cosx
= tan

x

2
+ C.

Exemple 2 : Calculer
∫

sinx
3√
cos4 x

dx

On effectue le changement de variable :
t = cosx, donc dt = − sinxdx∫

sinx
3√
cos4 x

dx =

∫
−dt
t−

4
3

= −
∫
t−

4
3 dt

= −(−3)t− 1
3 + C

= 3t−
1
3 + C

=
3
3√
t
+ C.

D’où ∫
sinx

3√
cos4 x

dx =
3

3√
cosx

+ C.

Remarque :
Si on éffectue le changement de variable t = tanx,
l’intégrale ci-dessus devient comme suit :∫

sinx
3√
cos4 x

dx =

∫
4tdt

(1− t2) 4
3 (1 + t2)

2
3

. Donc,

par comparaison par l’intégrale obtenue par le change-
ment de variable t = cosx, cette intégrale est difficile
à calculer que −

∫
t−

4
3 dt.

5.1 Solution de l’exercice 6

Calculons les intégrales suivantes en indiquant la méthode utilisée :

1. Calculons
∫
x sinx cosxdx :(2ème Question de cet exercice) en utilisant la méthode d’intégration

par partie

Tout d’abord, remarquons que : ∫
x sinx cosxdx =

1

2

∫
x sin(2x)dx.

Étape1 : Choix des fonctions U et V ′. Posons :

U = x, V ′ = sin(2x), donc U ′ = 1, V = −1

2
cos(2x).

Étape2 : Application de la loi d’intégration par partie.
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∫
x sin(2x)dx =

∫
UV ′

= UV −
∫
U ′V

= −1

2
x cos(2x)−

∫
−1

2
cos(2x)dx

= −1

2
x cos(2x) +

1

2

∫
cos(2x)dx

Remarquons que :
∫

cos(2x)dx est plus facile à calculer que :
∫
x sin(2x)dx. Donc, on est dans

le bon chemin.
Alors, ∫

x sin(2x)dx = −1

2
x cos(2x) +

1

2

1

2
sin(2x) + C

=
1

2
[−x cos(2x) + 1

2
sin(2x)] + C.

Par conséquent : ∫
x sinx cosxdx =

1

4
[−x cos(2x) + 1

2
sin(2x)] + C

2. Calculons
∫
(x+ 1)

√
x2 + 2xdx :(c’est la 1ère Question de cet exercice)

Tout d’abord, remarquons que :∫
(x+ 1)

√
x2 + 2xdx =

∫
x
√
x(x+ 2)dx+

∫ √
x(x+ 2)dx

=

∫
x

3
2 (x+ 2)

1
2 dx+

∫
x

1
2 (x+ 2)

1
2 dx.

Posons :
I1 =

∫
x

3
2 (x+ 2)

1
2 dx, I2 =

∫
x

1
2 (x+ 2)

1
2 dx

Calculons les séparément en utilisant la méthode d’intégration des fonctions irrationnelles.

Calculons I1 =

∫
x

3
2 (x+ 2)

1
2 dx

Cette intégrale est de la forme :
∫
xm(a+ bxn)pdx, avec m = 3

2 , a = 2, b = 1, n = 1, p =
1

2
.

Comme
m+ 1

n
=

3
2 + 1

1
=

5

2
et p = 1

2 sont fractionnaires, ainsi
m+ 1

n
+ p = 3 ∈ Z, alors, on est

dans le troisième cas de la forme III (voir le paragraphe de l’intégration des fonctions irrationnelles
exo2 et 5). Pour cela, on effectue le changement de variable suivant :

z2 =
x+ 2

x
= 1 +

2

x

Alors,

2zdz = − 2

x2
dx, zdz = −dx

x2
, z2 − 1 =

2

x
, x =

2

z2 − 1
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Ce qui donne :

I1 =

∫
x

3
2 (x+ 2)

1
2 dx︸ ︷︷ ︸intégrale irrationnelle

= −
∫
x

3
2
√
xzx2zdz

= −
∫
x4z2dz

= −
∫

16

(z2 − 1)4
z2dz

= −16
∫

z2

(z2 − 1)4
dz︸ ︷︷ ︸intégrale rationnelle

Calculons l’intégrale rationnelle :
∫

z2

(z2 − 1)4
dz

On peut écrire :

z2

(z2 − 1)4
=

z2 − 1 + 1

(z2 − 1)4

=
z2 − 1

(z2 − 1)4
+

1

(z2 − 1)4

=
1

(z2 − 1)3
+

1

(z2 − 1)4

En intégrant, on obtient :∫
z2

(z2 − 1)4
dx =

∫
1

(z2 − 1)3
dz +

∫
1

(z2 − 1)4
dz

Posons :

J1 =

∫
1

(z2 − 1)3
dz, J2 =

∫
1

(z2 − 1)4
dz.

Pour calculer J1, et J2, il faut tout d’abord calculer J =

∫
1

(z2 − 1)2
dz. Pour cela, posons :

J0 =

∫
1

(z2 − 1)
dz

Calculons J0 par la méthode d’intégration par partie : Posons :

U =
1

z2 − 1
, V ′ = 1, donc U ′ = − 2z

(z2 − 1)2
, V = z
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Alors,

J0 =

∫
UV ′ = UV −

∫
U ′V

=
z

z2 − 1
−
∫

−2z
(z2 − 1)2

zdz

=
z

z2 − 1
+ 2

∫
z2

(z2 − 1)2
dz

=
z

z2 − 1
+ 2

∫
z2 − 1 + 1

(z2 − 1)2
dz

=
z

z2 − 1
+ 2

∫
1

z2 − 1
dz + 2

∫
1

(z2 − 1)2
dz

Par suite,
J0 =

z

z2 − 1
+ 2J0 + 2J

D’où :
J =

1

2
[− z

z2 − 1
− J0]

avec J0 =
1

2
ln |z − 1

z + 1
|+ C1. (il suffit d’utiliser la méthode des fonctions rationnelles)

Alors,

J = − z

2(z2 − 1)
− 1

4
ln |z − 1

z + 1
|+ C

Calculons J1 =

∫
dz

(z2 − 1)3
:

Une autre fois, on rappelle que : J =
∫ dz

(z2 − 1)2
et on le Calcule par la méthode d’intégration par partie.

Posons : U =
1

(z2 − 1)2
, V ′ = 1 donc, U ′ = − 4z

(z2 − 1)3
, V = z, alors

J =
z

(z2 − 1)2
−
∫
− 4z

(z2 − 1)3
zdz

=
z

(z2 − 1)2
+ 4

∫
z2

(z2 − 1)3
dz

=
z

(z2 − 1)2
+ 4

∫
z2 − 1 + 1

(z2 − 1)3
dz

=
z

(z2 − 1)2
+ 4

∫
1

(z2 − 1)2
dz + 4

∫
1

(z2 − 1)3
dz

D’où, J =
z

(z2 − 1)2
+ 4J + 4J1.

Par suite, J1 =
1

4
[−3J − z

(z2 − 1)2
], avec J = − z

2(z2 − 1)
− 1

4
ln |z − 1

z + 1
+ C.

En conséquence

J1 =
1

8

−5z + 3z3

(z2 − 1)2
+

3

16
ln |z − 1

z + 1
|+ C.

Calculons J2 =

∫
dz

(z2 − 1)4

On procède comme précédemment, on pose : J1 =
∫ dz

(z2 − 1)3
et on le calcule par la méthode d’inté-

gration par partie.
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Posons :
U =

1

(z2 − 1)3
, V ′ = 1 donc, U ′ = − 6z

(z2 − 1)4
, V = z

J1 =

∫
UV ′ = UV −

∫
U ′V

=
z

(z2 − 1)3
−
∫
− 6z

(z2 − 1)4
zdz

=
z

(z2 − 1)3
+ 6

∫
z2

(z2 − 1)4
dz

=
z

(z2 − 1)3
+ 6

∫
z2 − 1 + 1

(z2 − 1)4
dz

D’où,

J1 =
z

(z2 − 1)3
+ 6[

∫
1

(z2 − 1)3
dz +

∫
1

(z2 − 1)4
dz]

Ce qui implique que : J1 =
z

(z2 − 1)3
+ 6J1 + 6J2.

Par suite, J2 =
1

6
[−5J1 −

z

(z2 − 1)3
], avec J1 =

1

8

−5z + 3z3

(z2 − 1)2
+

3

16
ln |z − 1

z + 1
|+ C.

En conséquence,

J2 =
−15z5 + 40z3 − 33z

48(z2 − 1)3
+

5

32
ln |z − 1

z + 1
|+ C.

Donc,

I1 =

∫
x

3

2 (x+ 1)

1

2 dx

= −16[J1 + J2]

= −163z
5 − 8z3 − 3z

48(z2 − 1)3
+

1

32
ln |z − 1

z + 1
|+ C

On déduit alors que :

I1 =
−3z5 + 8z3 + 3z

3(z2 − 1)3
− 1

2
ln |z − 1

z + 1
|+ C

Calculons I2 =

∫
x

1
2 (x+ 2)

1
2 dx

Remarquons que I2 est de la forme
∫
xm(a+ bxn)pdx, avec m = 1

2 , a = 2, b = 1, n = 1, p =
1

2
.

Comme
m+ 1

n
=

1
2 + 1

1
=

3

2
et p = 1

2 sont fractionnaires et
m+ 1

n
+ p =

3

2
+

1

2
= 2 ∈ Z,

alors, on est dans le troisième cas de la forme III (voir le paragraphe de l’intégration des fonctions
irrationnelles exo2 et 5) . Pour cela, on effectue le changement de variable suivant :

z2 =
x+ 2

x
= 1 +

2

x
.

Donc,

2z dz = − 2

x2
dx, z dz = −dx

x2
, x =

2

z2 − 1
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Ce qui implique que :

I2 =

∫
x

1
2 (x+ 2)

1
2 dx︸ ︷︷ ︸intégrale irrationnelle ,

= −
∫
x

1
2
√
xzx2zdz,

= −
∫
x3z2dz,

= −8
∫

z2

(z2 − 1)3
dz︸ ︷︷ ︸intégrale rationnelle

Calculons l’intégrale rationnelle
∫

z2

(z2 − 1)3
dz

Remarquons que :

z2

(z2 − 1)3
=

z2 − 1 + 1

(z2 − 1)3

=
z2 − 1

(z2 − 1)3
+

1

(z2 − 1)3

=
1

(z2 − 1)2
+

1

(z2 − 1)3

Ce qui implique que : ∫
z2

(z2 − 1)3
dz =

∫
1

(z2 − 1)2
dz +

∫
1

(z2 − 1)3
dz

D’après ce qui précède, on a :∫
1

(z2 − 1)2
dz = − z

2(z2 − 1)
− 1

4
ln |z − 1

z + 1
|+ C

et ∫
1

(z2 − 1)3
dz =

1

8

−5z + 3z3

(z2 − 1)2
+

3

16
ln |z − 1

z + 1
|+ C.

Alors,∫
z2

(z2 − 1)3
dz = [− z

2(z2 − 1)
− 1

4
ln |z − 1

z + 1
|+ C] + [

1

8

−5z + 3z3

(z2 − 1)2
+

3

16
ln |z − 1

z + 1
|+ C]

= − z3 + z

8(z2 − 1)2
− 1

16
ln |z − 1

z + 1
|+ C

Par conséquent,

I2 =

∫
x

1
2 (x+ 2)

1
2 dx

= −8
∫

z2

(z2 − 1)3
dz

= −8[− z3 + z

8(z2 − 1)2
− 1

16
ln |z − 1

z + 1
|+ C]

=
z3 + z

(z2 − 1)2
+

1

2
ln |z − 1

z + 1
|+ C, tel que : z =

√
2 + x

x
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Finalement, on déduit que : ∫
(x+ 1)

√
x2 + 2xdx = I1 + I2.

3. Calculons
∫

2x3 + 4x2 + x+ 2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
dx(5ème Question de cet exercice) en utilisant la méthode d’inté-

gration des fonctions rationnelles

Tout d’abord, remarquons que la fraction
2x3 + 4x2 + x+ 2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
est régulière, de plus, le dénominateur

admet une racine réelle double qui est 1 et deux racines complexes simples qui sont : −1

2
−
√
3

2
i et

−1

2
+

√
3

2
i, alors, d’après le théorème fondamental de la décomposition, la fraction ci-dessus se dé-

compose en éléments simples de type I, II et III comme suit :

2x3 + 4x2 + x+ 2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Mx+N

x2 + x+ 1

Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient :

A = 2, B = 1, M = 0, N = 3

Par suite,∫
2x3 + 4x2 + x+ 2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
= 2

∫
1

x− 1
dx+

∫
1

(x− 1)2
dx+ 3

∫
1

x2 + x+ 1
dx︸ ︷︷ ︸

intégrale de type 3

,

= 2 ln |x− 1|+ C1 −
1

x− 1
+ C2 + 3

∫
dx

x2 + x+ 1
.

Calculons l’intégrale rationnelle de type 3 :
∫

dx

x2 + x+ 1

Remarquons que cette intégrale est de la forme
∫

dx

x2 + px+ q
avec p = q = 1.

On a :

x2 + px+ q = x2 + x+ 1

= (x+
1

2
)2 +

3

4

= (x+
1

2
)2 + (

√
3

2
)2

Effectuons le changement de variable suivant :

t = x+
p

2
c’-à-d : t = x+

1

2
donc dt = dx (5.1)
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En remplaçant ces expressions dans l’intégrale ci-dessus, on trouve :∫
dx

x2 + x+ 1
=

∫
dx

(x+ 1
2 )

2 + (
√

3
2 )2

=

∫
dx

t2 + (
√

3
2 )2

=
2√
3
arctan(

2√
3
t) + C3

=
2√
3
arctan(

2√
3
(x+

1

2
)) + C3

=
2√
3
arctan(

2√
3
x+

√
3

3
)) + C3.

Alors, on déduit que :∫
2x3 + 4x2 + x+ 2

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
dx = 2 ln |x− 1| − 1

x− 1
+ 2
√
3 arctan(

2√
3
x+

√
3

3
) + C.

4. Calculons
∫
e
√
x

√
x
dx : (la 3ème Question de cet exercice) en utilisant la méthode du changement de

variable

On effectue le changement de variable suivant :

t = e
√
x

Donc,

dt =
1

2
√
x
e
√
xdx, 2

dt

t
=

dx√
x

Par suite, ∫
e
√
x

√
x
dx =

∫
t 2dt

t
,

=

∫
2dt,

= 2t+ C

En conséquence, ∫
e
√
x

√
x
dx = 2e

√
x + C

5. Calculons
∫

ln(cos(x))

cos2(x)
dx :(La 4ème Question de cet exercice) en utilisant la méthode d’intégration

par partie

Étape1 : Choix des fonctions U et V ′

Posons :

U = ln(cos(x)), v′ =
1

cos2(x)
alors, U ′ = − sinx

cosx
= − tan(x), V = tan(x)
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Étape2 : Application de la loi d’intégration par partie.∫
ln(cos(x))

cos2(x)
dx =

∫
UV ′

= UV −
∫
U ′V

= ln(cos(x)) tan(x)−
∫

(− tan(x)) tan(x)dx

= ln(cos(x)) tan(x) +

∫
tan2(x)dx

Calculons
∫

tan2(x)dx par la méthode d’intégration des fonctions trigonométriques

Effectuons le changement de variable suivant :

t = tan(
x

2
)

Donc,

tan(x) =
2t

1− t2
, dx =

2dt

1 + t2

Par suite, ∫
tan2(x)dx︸ ︷︷ ︸

intégrale trigonométrique

=

∫ (
2t

1− t2

)2
2

1 + t2
dt = 8

∫
t2

(1− t2)2(1 + t2)
dt︸ ︷︷ ︸

intégrale rationnelle

Calculons l’intégrale rationnelle :
∫

t2

(1− t2)2(1 + t2)
dt :

t2

(1− t2)2(1 + t2)
est une fraction régulière, de plus, le dénominateur admet deux racines réelles doubles

qui sont −1 et 1, et deux racines complexes simples i et −i, alors, d’après le théorème fondamental de
la décomposition, la fraction se décompose en éléments simples de type I, II, III comme suit :

t2

(1− t2)2(1 + t2)
=

A

1− t2
+

B

(1− t2)2
+
Mt+N

1 + t2

Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient :

A =
1

4
, B = −1

2
,M = 0, et N =

1

4

Donc,

∫
t2

(1− t2)2(1 + t2)
dt =

1

4

∫
dt

1− t2
− 1

2

∫
dt

(1− t2)2
+

1

4

∫
dt

1 + t2

= −1

4

∫
dt

−1 + t2
− 1

2

∫
dt

(−1 + t2)2
+

1

4

∫
dt

1 + t2

voirQues1
= −1

4

[1
2
ln
∣∣∣ t− 1

t+ 1
+ C1

]
− 1

2

[
− t

2(t2 − 1)
− 1

4
ln
∣∣∣ t− 1

t+ 1
+ C2

]
+

1

4
arctan t+ C3

Par suite, ∫
t2

(1− t2)2(1 + t2)
dt =

1

4

[ t

t2 − 1
+ arctan t

]
+ C4
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Alors, ∫
tan2 xdx = 8

(1
4

[ t

t2 − 1
+ arctan t

]
+ C4

)
= 2

[ t

t2 − 1
+ arctan t

]
+ C

Finalement, on déduit que :∫
ln cosx

cos2 x
dx = ln cos tanx+ 2

[ t

t2 − 1
+ arctan t

]
+ C

6. Calculons
∫

2x5 − 3x2

1 + 3x3 − x6
dx : (6ème Question de cet exercice) en utilisant la méthode du changement

de variable
Posons : U = −x6+3x3+1, donc U ′ = −6x5+9x2 = −3(2x5−3x2), d’où −1

3
U ′ = 2x5−3x2.

En remplaçant ces expressions dans l’intégrale initiale, on obtient :

∫
2x5 − 3x2

1 + 3x3 − x6
dx =

∫ −1

3
U ′

U
dx

= −1

3

∫
U ′

U
dx

= −1

3
ln |U |+ C

Par conséquent, ∫
2x5 − 3x2

1 + 3x3 − x6
dx = −1

3
ln | − x6 + 3x3 + 1|+ C
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