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1 Préliminaires

Primitives, intégrales indéfinies
L’intégrale indéfinie est le probleme inverse de la recherche de la dérivée d’une fonction donnée.

Définition 1.1. Soient I C Ret f : I — R une fonction réelle définie sur 1. On appelle primitive de f sur I
toute fonction définie et dérivable sur I vérifiant :

Fl(z)= f(x)Vo el

Définition 1.2. On appelle intégrale indéfinie de la fonction f : I — R sur I qu’on note par : / f(x)dz,

x € I ’ensemble des primitives de f sur I, si elles existent.
Si F' est une primitive de f, alors on écrit :

/f(a:)dx =F(z)+C,CeR

Théoreme 1.1. (Existence de ’intégrale indéfinie)
Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle

Tables des dérivées de certaines fonctions usuelles et élémentaires

Fonction Dérivée
(z*),a € R ar®~1
(expz),xz € R eX{)x
(Inz]), 2 # 0 !
T
(sinz)'z € R cos T
(cosz)'z € R —sinz
I 1
t " — kik eZ
(tanx) x7é2+7r lcosa:2
arcsinz)’ —, 2| <1
(arcsin) =
arccos )’ ——, |z| <1
(arccos o) =
U
tan U)’
(arctan U) e

Propriétés des fonctions trigonométriques (formule d’addition, duplication...)

Pour tout réel x, on a :

2

cos?x +sinz =1

cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny

(
cos(x —y) = cosx cosy + sinzsiny
(

-y
sin(z + y) = sinx cosy + cosxsiny

sin(x — y) = sinz cosy — cosxsiny

2

cos2z =cos?x —sin?z = 2cos’z —1=1—-2sin’z

9 1+cos2x | 5 1 —cos2x
cos' T = ———— sz =——"—

2
sin 2x = 2sinx cos x
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Table des primitives des fonctions élémentaires

Fonction Une Primitive
0 C,CeR
A (constante réelle) e+ C
xa—i—l
o R -1
T wa+1+C,(a€ ya #£ —1)
a® L+C’,(a>0,a#1)etx€R
1 Ina
- In|z|+ C,xz #0
(@)
In|f(x)|+C
0 £ @)
exp T expx + C
f'(z) exp(f(z)) exp(f(z)) +C
sinx —cosz + C, (x € R)
f'(z) sin(f(z)) —cos(f(z))
cos T sinz + C, (v € R)
f(@) C?S(f(af)) sin(f(z)) +C
tanz + C, (z # z—i—kw,k €Z)
cos2 2
1
T +1x2 1 arctanx + C
— —— arctan 2 +C
a—+x a a
(@)
U n . N* C
f(:;)/{ )(sc>,ne e
T
;> 2 -+ C
fm(z) (n—1)fr"(z)
1.1 Solution de I’exercice 1
Partie I :
1. Montrons que : / Vaemdr = L +C
. m-+n
On pose f1(z) = Va™et Fi(x) = P
m-+n
Remarquons que pour tout z € R, on a :
n o\’
Fl(z) = =
{0 = ()
n m + n m+n 1
= xr n
m-+n n
m+n—n
=X n
=
= V™ = fi(x).

Alors, d’apres la définition (I.1]) de la fonction primitive, on déduit que F} est une primitive de f;. Ainsi,

suivant la définition (T.2) de I'intégrale indéfinie, on obtient :

/fl(x)da: = F(z)+ C.
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2. Montrons que : /(ﬁ +1)(z — Vo +1)dz = g(\/;)s +x+C
. )
2
On pose fo(x) = (v +1)(x — Vi + 1) et Fy(z) = = (V1) + 2
Remarquons que pour tout z € R, on a:
/
Fi(o) = (v +1)

D’autre part, on a :
fo(z) = (W +1)(z — Vo +1)
=z/z—xz+Vr+r—Vr+1
=zvT + 1.
D’ou: Fi(x) = fa(x)
Alors, F5 est une primitive de f5 et par suite

/fg(x)dm = Fy(x) + C.

2 xT
. Montrons que : - d :Cfmfe + In |z
[ N 2 2
On pose : f3(x) = M—:H et Fi(x) = i e’ 4+ In|z|



Corrigé type de la sériel du module Analyse2. S2.Année : 2019-2020.

T
_ r? — x3e® 4 g2
=

VT — 23e® + 22
D

Alors, I3 est une primitive de f3 et par suite

/fg(x)d:v = F3(z) + C.

1 ? 1 1
4. Montrons que : / . j_ Ez:(éz; dx = B tan(z) + 5%+ C
1 2 1 1
On pose : fy(x) = 4—(3()8,(;3 et Fy(z) = 5 tan(z) + 2%

Pourtoutx € R,ona:

2 cos?(z) )
1+ cosz(x)
2 cos?(x)
1+ cos?(x)

1+ cos(2z)
= fa().

Donc, F) est une primitive de f4 et par suite

5. Montrons que : /tanz(;t)da? =tan(z) —x + C
On pose : f5(x) = tan?(z) et F5(z) = tan(x) — z.
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Pourtoutx € R,ona:

Fi(x) = (tan(z) — z)'
1
cos?(z)
1—cos?x
cos? x
sin’(x)

cos.2 (z) 2
(=)
= tan?(x)

Alors, d’apres la définition (I.T]) de la fonction primitive, on déduit que F’ est une primitive de f, et par
suite :

Partie II :
dx

II-Question : En utilisant la table des intégrales, calculer / —5 dx
cos(2z) + sin”(z)
dx
Cette question peut étre interprétée comme suit : calculer / ——dx en utilisant la méthode
cos(2z) + sin”(x)
directe d’intégration ; cette méthode consiste, grace aux propriétés des intégrales et aux transformations
sur la fonction a intégrer, a utiliser la table des principales primitives.

Ona:

dx dx
/ cos(2z) + sin?(z) = / cos?(z) — sin? () 4 sin®(z)

= tan(z) + C.
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2 Rappel sur la méthode d’intégration des fonctions rationnelles



Méthode de calcul de f%dx avec deg(P(x)) < deg (Q(x)) (Fraction réguliére) : ]

!

!

!

I

Si @Q(x) = 0admet des Si @Q(x) = 0 admet des racines Si Q(x) = 0 admet des Si Q(x) = 0 admet des racines
racines réelles simples réelles multiples racines complexes simples complexes multiples
P(X) A1 + P(X) _ A11 A12 + + P(X) _ M1X+N1 P(X) _ M11X+N11
o(x) X—xq Q(x) x-x; (x—x1)? Q(x)  x%+pix+qq Q(x)  x%4p11x+qq1q
42 4 ... 4 Ao ) Aimy Mot N _ Miax+N1z 4+
X=X X—Xn (x—x1)™1 _2X* 2 (x?+p11x+q11)?
X2 +pax+q; Mym, x+Nim,
Az Az2
+ + + ..+ xX2+p11X+q11)™M1
x—xz  (x—x3)? .. Mpx+Np (PHP11x+q11)
Az2m, X24ppX+an + o+
—xy)™z e
+ Anpq + Ano Tt ;Vlnlx'Han ZMn2x+Nn2 -
x—xn  (x—xp)2 X“+Pn1X+qn1 (x?+Pn1x+qn1)
Anmy, o MnmyX+Nnmy, .
(x—xp)™Mn (x24pp1x+qn)™n
m; est le degré de multiplication
de la racine x;.

Type 1 u Type 3 u Type 4 u

fizlnlx—a|+(,‘
xX—a

f -A — A 1 C f Mx+N f( Mx+N

x2+px+q xZ+px+q)"

Pour calculer les intégrales de type 3 et 4,
on effectue le changement de variable :

t—x+ ,etonaura:

dx =dt et x2+px+q=(x+§)2+a2.
pZ
tel que: a = q-"

dx avec deg(P(x)) > deg (Q(x)) (Fraction irréguliére) :

Méthode de calcul de f

On fait la division Euclidienne de P(x) sur Q(x) jusqu’a I’obtention d’un reste R(x) dont le degré
est inférieure strictement au degré de Q (x).

Peo | O P R

() _ 50y + R

r0 | s Q(x) Q(x)
Polynébme  Fraction réguliéere

Alors, f (x) ydx = [S(x)dx + fR(x)d
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2.1 Solution de I’exercice 4

A I’aide de la méthode de décomposition des fonctions rationnelles en éléments simples, calculons les
intégrales suivantes :

1. Calculons / $ :
J (x=1)(2x+1)
Ona:
/ xdx _ / zdx 1 / xdx
o 1. 79/ 1

(@ +1)(2z +1) Ao+ w+s) 2 @i+ ;)

Posons : 1
P(z)=z et Q)= (z+1)(z+3)
Etapel : Etude de la régularité de la fraction
P
Tout d’abord, remarquons que deg(P(z)) = 1 < deg(Q(z)) = 2, donc, on déduit que la fraction QEI?
x

est réguliere.

Etape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples

-1
De plus, I’équation Q(z) = 0 admet deux racines réelles simples : —1 et - donc, d’apres le théoreme

P
fondamental de la décomposition, la fraction ngg se décompose en éléments simples de type I
x
comme suit :
Plx) A n B
1
Q) x+1 +5

EtapeS : Calcul des coefficients
La méthode de calculer les coefficients A et B s’appelle la méthode des coefficients indéterminés et on
procéde comme suit :

(a) En réduisant au méme dénominateur les fractions du membre droit de 1’équation ci-dessus, on ob-

tient : 4
P(z) _ z :(A+B)$+(§+B)
Q@) (sc—l—l)(m—i—%) (x—l—l)(:z:-&-%)

(b) En égalisant les coefficients des numérateurs de la relation ci-dessus et par identification, on obtient
le systéme des équations suivant :

A+B=1,
A
— +B=0.
5 +
(c) Larésolution de ce systtme donne : A =2et B = —1.
Ce qui implique que :
P(x) 2 -1

= + ,
1
Qlz) z+1 x+§

Etape4 : Calcul de intégrale

10
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Par suite,

xdx _ 1 [ P(x) N
| e =2/ aw
1

2(/x—2|—1d$/xc_ij )dx

1
2
- %[(21n|x—|—1| +01) - (lnlx+ %I +02))

En conséquence

xdx 1 1
— = Injz+1] - =1 = .
,/(a:—l)(Qx—l—l) nlr+ 1| 2n|x+2\+C

222 + 41z — 91
. Calculons / Tt T dx : (la 3¢me Question de 1’exo 4)
(x —=1)(z+3)(x—4)

Posons :
P(z)=22* +412 — 91 et Q(z) = (x —1)(x +3)(z —4)
Etapel : Etude de la régularité de la fraction
P(z)

Tout d’abord, remarquons que : deg(P(x)) = 2 < 3 = deg(Q(x)), donc, on déduit que la fraction Q)
x

est réguliere.

Etape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples
De plus, I’équation Q(z) = 0 admet trois racines réelles simples : 1, —3 et 4, donc, d’apres le théoréme

P(x)
Q(x)
P(z) A B C

Q(z) x—l+x+3+x—4'

fondamental de la décomposition, la fraction se décompose en éléments simples de type I

comme suit :

Etape3 : Calcul des coefficients
Par 1a méthode des coefficients indéterminés, on trouve A =4, B = —7etC = 5.
Donc,
P(x) 4 -7 5
+ + :
Q) =z—-1 2z2+43 z-4

Etape4 : Calcul de I’intégrale
Par suite,
P(x) 4 -7 5
dz = ( )d
/Q(.T)I / x—1+x+3+x—4 x

dx dx dx
:4 —
/x—l 7/$+3+5/x—4

=4ln|z—1|+C; —Tln|z+ 3|+ Co+ 5n|z — 4] + Cs.

En conséquence

2% 4 41z 4 91
/( v A de=4lnjz — 1| —7ln|z 4+ 3|+ 5lnjz — 4]+ C.

r—1)(xz+3)()r—4

4r + 3

——dx : (la 3éme Question de 1’exo 2)
(x—2)?

. Calculons /

Posons :
P(z)=4z+3 et Q)= (vr—2)°

11
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Etapel : Etude de la régularité de la fraction

Tout d’abord, remarquons que : deg(P(x)) = 1 < 3 = deg(Q(z)), donc, on déduit que la fraction
P(z)
Q(z)
Etape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples

De plus, I’équation Q(z) = 0 admet une racine réelle multiple : © = 2. Alors, d’apres le théoréme

P
fondamental de la décomposition, la fraction ﬂ se décompose en éléments simples de type I et IT

Q(x)

est réguliere.

comme suit :

Etape3 : Calcul des coefficients
Par 1a méthode des coefficients indéterminés, on trouve A =0, B =4et C = 11.
Donc,

Etape4 : Calcul de Lintégrale

Par suite, P2) A 0
/Q(m)dx/((x—Q)z * @-2)3)‘”

—4 11 1
- " L0 -= Cs.
72—&- 1 2><(z72)2+ 2
En conséquence,
Az +3 411 1
dr = = 4 C
/(wf2)3x e—2 2 @w_ap "
Calculons [ 4T 12 2eme Question de I'exo 4)
. alculons —  (la Zeéme uestion de 1 €Xo
4222 — 31 —2

Posons :
P(x) =z et Q(z)=122"—3x—2

Etapel : Etude de la régularité de la fraction

Tout d’abord, remarquons que : deg(P(x)) = 1 < deg(Q(x)) = 2, donc, on déduit que la fraction
P(z)
Q)

Etape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples

est réguliere.

-1
De plus, 1’équation Q(z) = 0 admet deux racines réelles simples : > et 2. Alors, en factorisant le

1
dénominateur Q(x) en éléments simples, on obtient : Q(x) = 2(z + 5)(1’ — 2) et par suite

Posons : Q'(z) = (z + %)(a: —2)
Donc,

12
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P(z) 1 P(x)
Qz) 2Q'(z)
s PR . . . P(x) )
Alors, d’apres le théoreme fondamental de la décomposition, la fraction 00 se décompose en
T
éléments simples de type I comme suit :
P(x) B
Q) .1 -2
U
2
EtapeS : Calcul des coefficients
1 4
Par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve : A = E et B = £
Donc,
1 4
P@) _ 5 . 5
/ - 1 _ 9"
Q) L a2
2
Ce qui implique que,
2
P(z) 10 5
Qxr) T x—2
T+ -
2
Etape4 : Calcul de Pintégrale
Par suite,
1 2
P il z
/ (x)dx = / (7101 + -0 Z)dm
1 / dx n 2 / dx
10 1 5] x-2
T+ -
2
1 1 2
= 1—01n|x+§|+01+51n|m—2\+02.
En conséquence,
' rdx 1 1 2
— " = —— 1 xr - - 1 r—2
/ 57 _3s 3 1ol taltghle—2+C
' dx S .
. Calculons | ———————dx : (la 4éme Question de 1’exo 4)
J 6x3 —Tx2 — 3z

Posons :
Px)=1=2" et Q(z)=62®— 72> 32

Etapel : Etude de la régularité de la fraction
Tout d’abord, remarquons que : deg(P(z)) = 0 < 3 = deg(Q(x)), donc, on déduit que la fraction

P(z)
Q(z)
Etape2 : Décomposition en éléments simples la fraction

En factorisant le dénominateur () en éléments simples, on obtient :

est réguliere.

13
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Q) = 623 —T22-32
= (622 —7x —3)
1 1 3
= xé(ﬂf + g)(x - 5)
1 1
= el e )) .
Alors, I’équation Q () = 0 admet 3 racines réelles simples : 0, -3 et 3

N w

Posons : Q' (z) = z(x + é)(:c -

P(x) _ 1 P(z)
Q@) 6Q@)

)

Par suite,

P
Donc, d’apres le théoréeme fondamental de la décomposition, la fraction 0 /((x)) se décompose en €lé-
T
ments simples de type I comme suit :
Px) A n B n C
Qz) .3
rhy T3
Etape3 : Calcul des coefficients
18 4
Par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve : A = -2, B = 1 etC = o
Ce qui implique que,
18 4
Pz -2 11 11
Q’((m)) _ 2 1:1 n 113
Ty T
D’ou,
1 3 2
p _z 2 it
(af)_igJr _, 33
Q) L1
3 2
Etape4 : Calcul de I’intégrale
Par suite
1 3 2
p _z 2 il
/ (m)dz:/<f3+7ﬂ +733 )dx
Q) FER S
3 2
_1dx+3/d:z:+2/dx
3/ 2z 11 x+} 33,3
3 2
1 3 1 2 3
=—-1 Ci+—1 —|+Cy+ —1 — =+ Cs.
3 n |z + 1+ 7 n|x+3|+ 2+33 n|z 2|+ 3
En conséquence
dx 1 3 1 2 3
————dr=—-In|zx|+ —Injz+ |+ —=In|zx — =| + C.
/6:1;377:1:273;1; v=—ghfel+gnfr+ 3l+sginfe =g+
© 1+ 222 N . .
6. Calculons | —————<dx : (la liere Question de la partie I de I’exo 1)
J 2?2(1+2?)

Posons :
P(z) =142z et Q(z)=x*(1+2?).

14



Corrigé type de la sériel du module Analyse2. S2.Année : 2019-2020.

Etapel : Etude de la régularité de la fraction

Tout d’abord, remarquons que : deg(P(z)) = 2 < 4 = deg(Q(z)) donc, on déduit que la fraction
P(z)
Q(z)
Etape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples

De plus, I’équation Q(x) = 0 admet une racine réelle multiple qui est 0 et deux racines complexes

P(x)
Q(x)

est réguliere.

simples : —i et ¢. Alors, d’apres le théoreme fondamental de la décomposition, la fraction se

décompose en éléments simples de types I, II et III comme suit :

P(z) 1+ 222 7é+§+Mx+N
Q(z) 22(1+22) =z 22 1+22 "

Etape3 : Calcul des coefficients
Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient A =0, B=1, M =0et N = 1.
Donc,

P(x) 1+ 222 1 1

Q(z)  22(1+ 22) =7 1+ 22

Etape4 : Calcul de I’intégrale
Par suite,
P 1+ 222
/ (a?)dx - / ﬁdw
Q) 21+ 2?)

Jh)
2 1+ 22
1

—— + Cy + arctan(z) + Cs.
x

En conséquence,

©1 4 222 1
/ de - *; + aI'(7taI1(w) +C.

1 o 2
. Calculons / ﬂdw : (la 3eme Question de la partie II de I’exo 1)
(14 2?)

Posons :

Plx)=(1+2)* et Q(zx)=x(l+2?).
Etapel : Etude de la régularité de la fraction
Tout d’abord, remarquons que : deg(P(x)) = 2 < deg(Q(x)) = 3, donc, on déduit que la fraction
P(x)
Q)
Etape2 : Décomposition de la fraction en éléments simples
De plus, I’équation Q(z) = 0 admet une racine réelle simple : 0 et deux racines complexes simples —i

P
et 7. Alors, d’aprés le théoréme fondamental de la décomposition, la fraction (z)

Q(x)

est réguliere.

se décompose en
élément simples de types I et ITI comme suit :

P(z)  (1+x)? _ A Mz+N
Qz) =x(1+22) =z 1422

EtapeS : Calcul des coefficients
Par 1a méthode des coefficients indéterminés, on obtient: A =1, M =0et N = 2.

15
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Etape4 : Calcul de Iintégrale
Par suite, )
P 1
/ (x)dx = / 7( +2) dx
Q(x) z(1 422

)
dx dx
= _ 2 _—
/x + 1+ 22

= In |z| + C; + 2arctan(z) + Cs.

En conséquence :

g N2
/ Mdr = In |z| + 2arctan(z) + C.

2+t -8
. Calculons / %dq’ : (Ia 5 éme Question de I’exo 4)
x3 —4x

Posons :
Px)=2"+2* -8 et Qz)=2°—4da

Etapel : Etude de la régularité de la fraction
P(x)
Q(z)

Tout d’abord, remarquons que deg(P(x)) = 5 > 3 = deg(Q(x)), alors, la fraction est irrégu-

liere (non réguliére)

Etape2 : Division Euclidienne de P(z) sur Q(z).

En faisant la division Euclidienne du numérateur P(x) sur le dénominateur Q(z) jusqu’a I’obtention
d’un reste dont le degré est inférieur strictement au degré de (), on trouve :

Reste
/_/%

5 4 4 2 1 _
x—i—x 8:m2+m+4+ x—;—Gx 8
3 — 4x —— x° — 4z
Quotient N——
Diviseur
Posons : S(r) = 22 + 2 + 4 et R(x) = 422 + 162 — 8.
Donc,
P(x) R(x)
= S5(x) +
0w ~ W Qa)

Remarquons que : deg R(z) = 422 + 162 — 8 = 2 < 3 = degQ(x) = 2® — 4x, donc la fraction

422 + 162 — 8 L res
——— est réguliere.

@3 —Adx
Etape3 : Calcul de I’intégrale
On a,
P R
/ (x)dz:/S(x)dm+/ﬂdx
Q(z) Q(x)
Alors,
5 48 . 422 + 162 — 8
/7”0 rr dgc:/az%az+4dm+/7xJ,r T C .
3 — 4x —_—— 3 — 4a
Polynome
Fraction irréguliére Fraction réguliere

C-a-d, I’intégrale d’une fraction irréguliere se ramene a calculer une intégrale polynomiale et une

intégrale d’une fraction réguliere.

- 47?% + 160 — 8
Etape4 : Calcul de 'intégrale de la fraction réguliére | x_gijdm

e — 4x
Remarquons que :

Qz) =2 —dr = 2(2® —4) = z(x — 2)(x + 2)

16
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Alors, I’équation Q(z) = 0 admet trois racines réelles simples : 0, —2 et 2, donc, d’apres le théoréme
R(x) 422 + 162 — 8

fondamental de la décomposition, la fraction = se décompose en €léments
Q(x) 3 —4x
simples de type I comme suit :
R(z) A B C
Qz) = 2x2+2 x-2
Par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve A =2, B =5et C' = —3.
Donc,
R(z) 2 5 -3
Qz) =z x+2 x-2
Par suite,
R(x) 2 5 -3
dr= | (2 —)d
/Q(m)x /x+x+2+x—2 v
dzx dzx dzx
=2 | —+5 -3
T + /x—!— 2 /x -2
=2In|z|+C1+5n|z + 2|+ Cz —3In |z — 2| + Cs.
=2In|z|+5n|z+ 2|+ -3n|z — 2| + C4.
, oy .. P(x)
Etape5 : Calcul de I’intégrale de la fraction irréguliere m

Par conséquent :

/

T

P
Qa

ida::/(w2+x+4)daj+21n|x|—|—51n|x+2|—31nx—2|+C’4.

1 1
:—x3—|——

3 2x2+4x+05—|—21n|x\+51n|m—|—2|—31n|x—2|+04.

Finalement, on déduit que :

. 1 .
de = —2* 4+ 2% + 4o +2In|z| + 5In|z + 2| — 3In|z — 2| + C.

/';1:5+w48 1
3 — 4 3 2
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3 Rappel sur la méthode d’intégration des fonctions irrationnelles

18
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Integration de certanes classes de fonctions Irrationnelles

Certaines fonctions irrationnelles peuvent se ramener a une intégration de fonctions
rationnelles par un changement de variable.

Forme de l'intégrale

Le changement de variable convenable

n |ax+b
l. [ R(x, ) ax
telque: ad—cb+0.

+b
Posons : t = "/“x .
cx+d

On obtient, apres calcul :
tn:ax+b x:dt et dx

cx+d’ a—cth

D’ou :
n |ax+b _ dt™-p n(ad-cb)t"~1
f R <X, \’ cx+d> d= fR (a—ct" ! t) (a—ct™)?

Ou, R* est une fonction rationnelle en t.

_ n(ad- cb)t™1
(a—ct™)?2

dt.

dt = [R*(t) dt.

0 JRG () () g

cx+d cx+d
m; €Z; Vie{l,.., k},
k},ad —cb 0.

tel que :
n; e N vie{l,..

Posons : " = % tel que : r = PPCM(nq,ny, ...
On obtient, aprés calcul :

).

LD =), de=1() et (L) =" ie L. kb

cx+d

x_
a—ct’

En remplagant ces valeurs dans I’intégrale initiale, on obtient :
my
fR( (ax+b) . (ax+b)nk)dx fR**(t) dt,

cx+d cx+d

avec R** est évidement une fonction rationnelle en t.

1. [ x™(a + bx™)Pdx,
telque:a,be RmnpeqQ.

/ On étudie séparément les trois cas suivants : /

4L gt 1Ll
Casl: Cas 2 : Cas 3:
SipeZ Slm—”eZet Slm—“etpdes
14 fractlonnal re | no mbres
fractionnaires
m+1
mais — +p€ Z
gt L B-
Posons : Posons : Posons :
x = Zk, a+ bx" = Zk, a+bx™ — gk
xn !
ou ou ol
k est le k est le K est |
dénominateur dénominateur ’es €
dénominateur
commun des dep.
. dep.
fractions m et n.
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3.1 Solution de I’exercice 2

A P’aide d’un changement de variable, calculons :

dx
1. _—
./1+\/m+1

njax +b
Remarquons que cette intégrale est de la forme / R(az, aTi d)d:r, (forme I voir le tableau) avec
Cx
a=1,b=1, ¢c=0, d=1etn = 1. Alors, on effectue le changement de variable suivant :

t=vr+1

Donc,
t?=z+1,2=1t>—1,de=2tdt.

D’ou, I’intégrale initiale se transforme comme suit :

intégrale 'rrat'onnellee{ / . dx } / 2tdt
! 1 1 — | = -
) J 1+Ve+1 1+1¢

ot
= 2{ / —dt} —intégrale rationnelle
1+t

1+t—1
:2/7“ dt
1+t
1
_2/<1—1—)dt
_2 /dt_/1+t

=2t —2In|1+t|+ C.

En remplacant ¢ par sa valeur en x, on obtient :

' dx
=2Vz+1-2In|l+vVz+1|+C
/1+\/;r+ | |

3
2. | —=dzx
Ona:
/ LAy / 3(z —1)"%d

—dr = [ z°(x — x

vae—1
Remarquons que cette intégrale est de la forme : / a4+ bx")Pdraveca=—1,b=1, m=3, p= —%
en =1 +1_3+1
De plus, comme p = —3 est fractionnaire et = 4 € Z, on déduit qu’on est dans

le deuxiéme cas de la forme IIT (voir le tableau) Pour cela, on effectue le changement de variable
suivant :

=tk

a+ ba™ avec k est la dénominateur de p.

Cad:t?=uz—1.
Donc, t2 + 1 = x, dz = 2tdt.
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En faisant ce changement de variable, on obtient :

8 24 1)3
intégrale irrationnellee{ / rida*} = / uQtdt
J v -1 t

= 2[ / (t* + 1)3dt] —>intégrale rationnelle

:2/UV+&4+&2+Uﬁ
2 .
:§ﬂ+%%mﬁ+m+c

En remplacant ¢ par sa valeur en z, on trouve :

z3 2 ) 5 3
dx 1 1
. ——— =[x (x+ 1) 2dx
/ zvax +1 / ( )
Ona:
(x+1)" 3dy
/m\/:er /
Remarquons que cette intégrale est de la forme/ (a4 bx")Pdraveca =1, b=1,n=1, m= -1
etp=—1.
m+1 -1+1
Comme p = —3 est fractionnaire et = 1 = 0 € Z alors, on déduit qu’on est dans

le deuxiéme cas de la forme III (voir le tableau) Pour cela, on effectue le changement de variable
suivant :
a4+ bz™ = t* avec k est la dénominateur de p

C-a-d: t?> = 2 + 1 Donc,
t? —1=ux,de = 2tdt

En remplacant ces expressions dans 1’intégrale donnée, on obtient :
dx d } / 2tdt
—dr| = | ————
Vo +1 (2 —1)t

Codt
= 2{ / tz( 1]%mtegrale rationnelle.

intégrale irrationnelle< { /

. dt o .. . .
Maintenant, calculons / R en utilisant la méthode de la décomposition des fonctions rationnelles.

Posons : P(t) = let Q(t) = t? — 1.
P(t
Remarquons tout d’abord que la fraction QEt; est réguliere. De plus, I’équation Q(t) = 0 admet

deux racines réelles simples : —1 et 1. Alors, d’aprés le théoreme fondamental de la décomposition, la
P(t)
Q(t)

fraction

se décompose en éléments simples de type I comme suit :

Pty A B

QU t-1 i+t

Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient A = 1 et B = —1.
D’ou:

Py 3, -3

Q) t-1 t+1
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Par suite :

(t) dt
di
/Qt /t2
_1/ dt _1/ dt
T2 ) t—-1 2) t+1

1 1

1
5(1n|t—1|—1n|t+1|) +C

1. t—
=—In C.
2 |t+1|+
En conséquence,
/ dx _2/ dt
r+1 2 -1
t—1
—In|—|+C
n 1 +

En remplacant ¢ par sa valeur en z, on trouve :

/ x \/r+1—1‘+c
:L*\/erl vr+14+1
r+1

P —)

Remarquons tout d’abord que :

dz

Posons : J 7(11; et J. / 733 et calculons les séparément
: — = u .
! vV —2 2 T —2 P
Calculons .J
N
., nlax +b
Cette intégrale est de la forme : | 12(x, - = d)d;r, aveca=1,b=-2 ¢c¢=0,d=1etn=2.
CTr

Alors, on effectue le changement de variable suivant :

nlax +b
t:' :\/,,72.
cr+d v

Donc, t2 = 2 — 2,t? + 2 = x, dx = 2tdt.
En remplacant ces expressions dans I’intégrale .J1, on obtient :

2tdt

=2t+C
/\/x - ot g
D’ou,
du W —2+C
= xr —
Vo —2 !

22



Corrigé type de la sériel du module Analyse2. S2.Année : 2019-2020.

dx
Calculons J, = | ———
2 / rvx — 2

Ona:

[t e

1

Cette intégrale est de la forme : / 2" (a+ ba")Pdr,avec:m=—-1l,a=-2,b=1,n=1,p= -5
1 —-1+1 1

Comme : m = * =0€Zetp= —5 est fractionnaire, alors, on est dans le deuxiéme

n
cas de la forme III (voir le tableau). Pour cela, on effectue le changement de variable suivant :

t* = a + baz™ avec k est le dénominateur de p

C-a-d:t? =2z —2,donc:
x =12 +2,de = 2tdt

Par suite, on a :

Intégrale irrationnelle<— { / dx } - / 2tdt
s o —21 ) (2 +2)t

dt
= 2{ / 7} —Intégrale rationnelle
J 242

=2 [\% arctan % + C’g]

t
=V/2arctan — + Cj

V2

En revenant a la variable initiale x, on obtient :

dx T —2
7:\/5( to 7"‘0
/‘L\/m arctan 4/ 5 3

Finalement, on déduit que :

" dx —
/ l\/% =S+ L= 2V — 2+ \/ﬁ‘drctan\/7+c

3.2 Solution de I’exercice 5

Calculons les intégrales irrationnelles suivantes :

1/ dx
) 1+

Cette intégrale est de la forme R(T ar T

. cr+d
on effectue le changement de variable suivant :

njaxr +b
t = = €T
cr+d Ve

t? = x, dx = 2tdt.

Jdzaveca=1,b=0, c=0, d=1etn = 1.Alors,

Donc,
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Par suite, en tenant compte du changement de variable effectué, on peut écrire :

. . . ' x 2tdt
intégrale irrationnelle < =
J 1+ 1+t

1.
= 2{ / ?dz‘} — intégrale rationnelle

1+¢t—1
:2/+7dt
1+t

:2/(1—%)&
_Q/dt—Q 1+t

=2 —2In|l 4+t +C

En revenant a la variable x, on obtient :

" d/‘
/1+1 —2yz— 2|1+ Vz| + C

S

5 /1+\/:c+
1+ Vr+1
On a,
/1+\/x+ 1—(z+1)2
Rl M A
1+ Vr+1 1+ (z+1)3

X+ b ™ X+ by Tk
Cette intégrale est de 1af0rme/R(m, (ari;) " ”ri;) o
cx cx

7:—11 =3 Let 2=z L (forme II voir le tableau). Alors, on effectue le changement de variable suivant :

>d.7:aveca:17 b=1,¢=0,d=1,

)

r_a.r+b
T cx+d

ol :r = PPCM (ny,ns)

c’estadire r = PPCM(2,3) = 6etdonc, 5 = 2 + 1.
D’ou,
z=1t%—1,dz = 6t°dt.

En remplagant ces expressions dans I’intégrale initiale, on se rameéne a une intégrale d’une fonction
rationnelle comme suit :

1 /7 1
intégrale irrationnelle«— { / Tvetl } / —( >j 6t°dt
1+ Vo +1 + (t%)s

11—
= t°dt
6/1+t2 %

o — 8
= 6{ / 7(14 —intégrale rationnelle

1+12
5 _ 48
Maintenant, calculons I’intégrale rationnelle / Wdt
Posons : P(t) =t° —t8et Q(t) = 1 + t2.
On remarque que la fraction ggﬁ; est irréguliére. Alors, en faisant la division Euclidienne de P(t)
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sur Q(t) jusqu’a ’obtention d’un reste dont le degré est inférieur strictement au degré de ()(t) on
obtient :

P(t) 6 4 44 43 _ —1
— = —t t t —t+1
Q(t) +1 + + -l- 11
D’ou : (1) )
t t—
—ldt= [ (—tP+ 82— —t 4+ 1)dt /7dt
/Q(t) /( e L
1 1 1 1 1 t—1
=——t' 4+ttt -2+t 4+ C /7dt.
A AL L L B g
Calculons ’'intégrale réguliere idt
& & 127
Ona:

t—1 t 1

——dt = —dt— | ——dt
/1+t2 /1+t2 /1+t2
- 1/ 2 it / dt

o 12 1+ 2 1+ ¢2

= 5ln|tz+1\faurctanthCQ

Par conséquent :

/1—|—\/a:—|— e [P0,
1+va+i Qt)
= —gt7+ gt5+ ;t‘* —2t3 — 3t + 6t + 60, +3In|t? + 1| — 6arctant + 6C

En revenant a la variable initiale x, on obtient :

1+ va+ 6 7 6 5 3 2 1 1
=——(z+1)s ——(z+1)s+-(z+1)3 =2(x+1)2 =3(x+1)3
[ T te=2 @+ DF ~ S D+ St 1) 2+ D =3 )
+6(x 4+ 1 )%—i-dln\(?’—o— )l%—|—1|—6arctan(:r+1)é+0.
/ dz
J 2(1+2y@ + Va)
Ona:

/x(1+2d\/g+€/5) B /x+2x2%+x\3/5

T4 223 + 3

x4+ b.m T4+ b ™k
ax + ),Il‘._. 7a1+ )”;)dwavecazl b=0,¢c=0,d=1,
cx+d cx+d
=1,72= % et 72 = tel que : ad —bc =1 —0 =1 # 0 (forme II voir le tableau). Alors, on
effectue le changement de Varlable suivant :

Cette intégrale est de la forme : / R <1 (

M

. az+b
= Z’jid ol r = PPCM (ny,na, ns)

C’est a dire :
r=PPCM(1,2,3) = 6 etdonc : t° = z, dv = 6t°dt.
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En substituant ces expressions dans I’intégrale, on obtient :

intégrale irrationnelle« { / ‘ dr } — / dx
J a(l+2yz+ Va) T+ 2735 + ot

_ / 6t°dt
) 6209 418

_6/ dt
a t+2t4+t3

1+2t3+t2)

o T
/ tt+1) 2t2—t+1)
e

t(t+ 1)( g+%)} o

' dt
Calculons I’intégrale rationnelle : /
J e

)

N

_%+
dt

tt+ 12— L+ 3)

1—iVT t1+iﬁ

Comme la dénominateur de la fraction admet deux racines réelles simples : 0 et

—1 et deux racines complexes simples : 1 e Y Alors, d’apres le théoreme fondamental
dt
de la décomposition, la fraction se décompose en éléments simples de type I et
’ HE+DE -5 +3) ’ ety
III comme suit :
dt A n B n Mt+ N
te+)E2—L+3) ot ot 2t
1 1
Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient A = 2, B = —3 M = —g et N = T
En remplacant ces valeurs dans 1’expression ci-dessus et en intégrant on obtient :
dt d 1 [ dt -3t+3
/ — =2 ———/ +/ t4dt
tt+1)(t2 -5+ 3) t 2] t+1 2—14+1 (32)
1 3 t—1 '
=2Int| +C, — —In|t+1|+Cy — = | ——5—dt
R e e e
t— 1
Calculons / o dt
F-2+3
Ona: L .
t—1 1 2t — 1
6 3
di=; | dt
t 1 t ., 1
/ﬁ—2+2 2) 2-1t+1
1,11
:}/2f—§+§—3dt
2 2—L4+1
1.1
B R (3:3)
2/ t2—-5+3
T/ 2t —1 1/ dt
= dt + — }
1 1
2l) 2-Lt4+14 6/ 2—L+1
1 1 1 dt
= [mE-c 4 4o+ }
2[“ 2+2H_3+6/ﬂ iyl
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Calculons/%
F-3+3
Remarquons que :
1.2 1 1
2 ot _ Ny Lot
t + (t 4) T
12 7
= t—f R—
(-3 %

Alors, effectuons le changement de variable suivant : (voir le résumé de la méthode de décomposition
des fonctions rationnelles : calcul des intégrales de type I1I)

1
Posons : z =t — —. dz = dt.
Donc,

_/ dz
= 7o
Zz+(£ (3.4)
4
4 4
= — arctan (—z) +C
VT 7 !
4 4 1
:—arctan(—t—f)—i—C
\ﬁ 7( 4) 4
Par suite, on trouve,
t+ & 1 1 dt
7dt:f{l 22—+ +C / ]
/t2—;+; 1k NIRRT iyl
1 t 1 4
“me-talive tan (- 1)) +63]
2{n| 24—2|+ 2+ 5 Arctan \ﬁ( )) +Cs
Ce qui implique que :
3 t+ 3., t 1 4 1
—— dt =—-In|t* — = + =| — — arct (725_,) C
2/1&2—;—#% 1 | 2-|-2| 1 Arctan 7( )) + Cs
On peut écrire :
dt 1 3 t 1, VT 4 1
=2In|t| - =In|t+ 1| = SIn|t? — = + =| — =— arct (—t—f) Cr.
/t(t+1)(t2;+;) nltl =gt 1) =gt =5+ 5= qparctan (7=t = 7)) +
Par conséquent, on déduit que :
/ dx 73/ dt
s(1+2yz+va) ) e+ 12— L+ 1)
3 9 t 1, 37 4 1
=6lnlt|—SInft+1]—-In[t* — = + =| — t (—t—7> C
n [t 2n|—|—| 4:n| 2—|—2| m arctan \ﬁ( 4)+
En revenant a la variable initiale x, on obtient :
dx : 3 , 0 : %
/T(1+2ﬁ+\ﬁ) :6111“717\—5111|\°/§+1|—1111|\7§—T+§\
. i
—jl—f arctan (\ﬁ(%_ i)) +C
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i

Remarquons que :

/ (+ ;:;)3*/5 :/ (1 +Z§)3x§
/

Cette intégrale est de la forme :
-1 1
/ (@ + b )Pdr avec m = -5 a= 1,b=1,n= Zetp: -3.

Puisque p est un entier, on est dans le premier cas de la forme III (voir le tableau). Donc, on effectue
le changement de variable suivant :

x = 2" tel que : k est le dénominateur commun des fractions m et n

C’est a dire :
=24 de = 423dz.
Alors,

dx dxr
intégrale irrationnelle< [ / —_—— } = / -
- vorvel =) s eh)at

_ / 423dz[
(1+ (z4)%)3(z4)%

:4/
1+z

4{ / dz %mtegrale rationnelle
Calculons ’intégrale rationnelle : _Z 4
(14 2)3
Posons : P(z) = zet Q(z) = (1 + 2)3.
. P(2) L e L
On constate que la fraction ) est réguliére. De plus, I’équation Q(z) = 0 admet une racine réelle
z
P
multiple : z = —1. Alors, d’apres le théoreme fondamental de la décomposition, la fraction ng; se
z
décompose en éléments simples de type II comme suit :
P(z) A B C
= + 3T 3"
Qz) 14+z (Q+=2) (1+2)
Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient : A =0, B=1etC = —1.
D’ou,
P(z) 1 1

Q) 1+2?2 (1+2)7%

[ ot [ o

:/ § i) ‘/ § izzﬁ

S T . —e
1+z 2(1+22 "

En intégrant, on trouve :
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Par conséquent :

dx z
| armrm =t a
4 +72 +C
14z (142)?

En revenant a la variable initiale x, on trouve :

/ dx _ 4 n 2
A+ Va3ve  1+vz  (1+V7)

5 +C
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4 Rappel sur la méthode d’intégration par partie
Méthode d’intégration par partie

Un grand nombre d’intégrales se calcule par cette méthode qu’est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Soient U,V deux fonctions dérivables sur un intervalle I € R telle que la fonction U'V admet
une primitive sur I. Alors, la fonction UV’ admet une primitive et on a :

/U-V’:U~V—/U’~V @1

En particulier, ce théoreme est vrai si U,V € C1(R).

Remarques: taadla
1. Lechoix de cette méthode n’a de sens V) e gl s e Hlall sle sl
gue si I'intégrale figurant dans le & e ) Jalsil) S Lo Al 3
membre droit de la formule (0.1) : [U.V(0.1) 48all e V) ikl
[ UV est plus facile a calculer que G el A sl e bl Jed
I'intégrale figurant dans le membre J UV 23 (0.1) 483all (o ) ol

gauche: [U.V".

2- Le choix des fonctions U et V doit étre a1 56K o oy V5 U Gl jlas) 22
judicieux et ce n’est que par la pratique e Jaa WS oy jlaill A Jloe DA (4o Jaid
des exercices que I’on pourra plus e LAY
facilement faire ce choix.

Exemple : Calculer / x arctan xdx par la méthode d’intégration par partie.
On procede comme suit :

liére étape : Choix des fonctions U et V'

Comme la dérivée de la fonction z — arctan z est facile a calculer et la primitive de la fonction
x — x est connue, alors, posons :
U =arctanz,V' ==z
Donc,
1 2
=——, V=
14+ 2

8

U’
2eme étape : Application de la loi d’intégration par partie
/;L'arctan xdr = / u-v’
=U-V-— /U’ -V
= (arctanz) - (%2) +C — / (1_1_71352) . %Qdm
= %Zarctanx+01 — 1 / 2

2 ) 1122
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. 1 2
Remarquons que I’intégrale / U-v= 5 / %dl est plus facile a calculer que
U-vV' = / x arctan xdx. Alors, notre choix est judicieux (c’est le bon choix, donc on est dans le

bon chemin):

Par suite,
panade = 2 arctanz + €y -+ [ g
rarctan xdr = — arctanz — = | ——=dzx
2 T2 ) 1422
2 2
1 1-1
:%arctanz+01—§/xﬁ7dx

x? 1 dx
:?arctanx—&—Cl—i(/dx—/1+$2>

2 1
= % arctanz + Cp — 3 (ac + Cy — arctanx + 03)

Finalement, on déduit que :

1, . T
/.27 arctan xdx = 5(7’2 + 1) arctanz — g +C

4.1 Solution de I’exercice 3

Calculons par la méthode d’intégration par partie les intégrales suivantes :

1. /:L'"ln;l:dw(n #1)
Etapel : Choix des fonctions U et V.

Posons :
U=lnz,V' =2"
Donc,
U/ _ l V= anrl
x’ n+1
Etape2 : Application de la loi d’intégration par partie.
Par suite,
/ z"lnzdx = /UV/
= UV - /U’V
n+1 1 n+1
- 2 ln:chC'lf/fm dx
n+1 rn+1

e 1 '
= l O e ./nd./
n+1nx+ 1 n_’_l/T T

Remarquons que : / Uv = / 2" dx est plus facile a calculer que : / uv' = / 2" In dzx. Donc,
on est dans le bon chemin. D’!oﬁ, ' '

xn-l—l

n+1 1
/x"lmcdx - Inx + Cy — {7
n

C:|
T1 mrint1 2

Par conséquent :

' Tl 1
2" lnxdr = Inx — C.
/T nxdx n—i—l(nT n+1)+
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2. /ar(:cos xdx :

Etapel : Choix des fonctions U et V.

Posons :
U = arccosz, V' =
Donc,
1
U=—-—— V=2
V1—a?

Etape2 : Application de la loi d’intégration par partie.

Par suite,
/ar(:(:os xzdr = /UV’
= UV - / uv

= xarccosz + O

_/_de
V1— 22

/Ldm
V1 — 22
= wxarccosz + Cy + /r(l - xQ)*%d:c.

= zarccosx + Cq +

Remarquons que : / (1 — .7:2)*15 est plus facile a calculer que : / arccos xdx. Donc, on est

dans le bon chemin.
1
Calculons intégrale irrationnelle : [ (1 — 2?)"2dx :

On constate que : [ 2(1—22)~ 2 dx estdelaforme: [ 2™ (a + ba")Pdrtelque:m =1, a = 1,b = —1,
n=2,p= —%.

Comme p = —% est fractionnaire, alors, on est dans le deuxiéme cas de la forme III (voir le para-
graphe d’intégration des fonctions irrationnelles exo 2 et 5). Pour cela, on effectue le changement
de variable suivant :

22 =1—22% 22dz = —2zxdx, xdr = —zdz

Ce qui implique que :

‘/m(1*772)7%(1:13 = /ﬁdm
o /—zdz
B z
—/(]z

*Z‘FC’Q

= 7\/17()’]2+CQ.

En conséquent,

/ arccos rdx = x arccosx + -V 1— 22 + C
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3. /arctan Vaxdz :

On rappelle que si I C R, f est dérivable sur ] et g est dérivable sur f(I) alors, la fonction composée
g o f est dérivable sur [ et

(9o f)(z) = f(x)g' (f(2)).
Etapel : Choix des fonctions U et V.

Posons :
U = arctan/z,V' =1

Donc,

1
/: 1 2\/7 :1 1 V:T
2z l+ax  4dx+a? h

Etape2 : Application de la loi d’intégration par partie.
Par suite,

/arctan Vxdr = /UV’

UV—/U'V

= gzarctany/z — /

4+2
1

1
= xarctan\ffz Ttz x
x

- .
Remarquons que : / -dx est plus facile a calculer que : / arctan v/zdz. Donc, on est dans

1+ 2
le bon chemin.

D’ou,
' 1
/ arctan /xdr = x arctan \/x — 1 Injl+az+C

4. / x cos® xdz :
Remarquons tout d’abord que cette intégrale peut étre exprimée comme suit :
' cos(2x) +1
/ xcos® xdr = /x(%)

%/[x + zcos(2x)]dx

1 1
= — — 2
2/xdx+ 2/3&003( x)dx

1 1
= 3 22+ 0+ 2/zcos(2z)dx.

Maintenant, calculons par la méthode d’intégration par partie : f x cos(2z)dz.

Etapel : Choix des fonctions U et V.
Posons :

U=,V =cos(2z)donc U =1,V = —sin(2z)

1 Q
2
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Etape2 : Application de la loi d’intégration par partie.

1l vient que :
/m(:()s(Q.T)d,r = /UV'

UVf/U’V

1 1/
= 3% sin(2z) — 5/ sin(2z)dx

Remarquons que : / sin(2z)dx est plus facile a calculer que : / x cos(2x)dz. Donc, on est dans

le bon chemin.
D’ou,
1 1
/xcos(2x)dx = ix sin(2z) + 1 cos(2z) + Cy

En remplacant la valeur de / 2 cos(2x)dx dans I’intégrale initiale, on trouve :

1 1 1
/xc052 rdr = ZxQ +C1+ i sin(2x) + 3 cos(2x) + Cy

Finalement, on déduit que :

' . 1. . 1
/ x cos® xdr = ZLLZ + xsin(2z) + 5 cos(2z)] + C
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5 Rappel sur la méthode d’intégration d’une classe de fonctions trigo-
nomeétriques

Méthode d’intégration d’une classe de fonctions trigonométriques :
/R(sin x, cos x, tan z)dx

Pour ce type d’intégrale on éffectue le changement de variable suivant :
t= tan 5 & x = 2arctant

Dans ce cas, on a:

. 2t 1—¢?
Slnl‘:m ’ COSJ?—lthZ
tanx = 7% dr = 2dt

1 —¢2 ’ 1+ ¢2

En remplacant ces expressions dans 1’intégrale, on obtient :

2t 1 —1t2 2t 2dt
R( : , F(t
/ 1+¢2714¢271— 1+t2 /

ou F est une fonction rationnelle en ¢.
c-a-d le changement de variable effectué permet de transformer I’intégrale trigonométrique a une intégrale ra-

tionnelle

Remarque :

La méthode générale établie pour ce type d’intégrale peut mener a des calculs parfois difficiles ou trés
longs (voir I’éxemple2). Dans ce cas, il est préférable de choisir I’un parmi les changements de variable
suivants : t = sinz, t = cosx,out = tanx.
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d
Exemple 1 : Calculer / e
1+cosz

On effectue le changement de variable :

P
t = tan —,
2
Donc :
11—t 2dt
cosST = - = —.
14 ¢2 1+ t2
Par suite,
/ dxr / 2dt 1
= X
1+ cosz 1+¢2 1—¢2
1+¢2
/ 2dt 1+¢2
= X
1+1¢2 2
_ / dt
=t+C.
D’ou,
' dx T
— =tan— + C.
/ 14 cosx m 2 N

5.1 Solution de I’exercice 6

sinz
——dx
Veostx
On effectue le changement de variable :
t = cosx, donc dt = — sin xdx

/—dt
t—3
f/t’%dt

Exemple 2 : Calculer

sinx

3 dx
J +costx

sinx 3

- dr = +C.
J Veostz Veosx

Remarque :

Si on éffectue le changement de variable ¢t = tan x,
I'intégrale ci-dessus devient comme suit
sinx do — / 4tdt
Veostz (1—12)5(1+1¢2)3
par comparaison par 1’intégrale obtenue par le change-
ment de variable ¢t = cos x, cette intégrale est difficile
a calculer que — [ 73 di.

Donc,

Calculons les intégrales suivantes en indiquant la méthode utilisée :

1. Calculons / x sin 2 cos xdx :(2°™¢ Question de cet exercice) en utilisant la méthode d’intégration

par partie'

Tout d’abord, remarquons que :

/z sin x cos xdx =

Etapel : Choix des fonctions U et V'. Posons :

/ x sin(2x)dx.

N |

1
U=uzV =sin(2z), doncU' =1,V = —5 cos(2z).

Etape2 : Application de la loi d’intégration par partie.
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/:zzsill(Qx)d:zz = /UV/

UV—/U'V

1 1

= fizcos(zz) 7/75 cos(2x)dx
1 1

= fixcos(Q:c)Jri cos(2zx)dx

Remarquons que : / cos(2x)dx est plus facile a calculer que : / x sin(2x)dz. Donc, on est dans

le bon chemin.
Alors,

1 11
—3% cos(2x) + = —sin(2z) + C

< 2
/xsln( x)dx 55

= %[—x cos(2z) + %Sin(2m)] + C.

Par conséquent :

1 1
2 sinx cos xdr = ZL[—J" cos(2x) + 5 sin(2z)] + C

2. Calculons [(x + 1)v22 + 2xdz :(c’est la 1 Question de cet exercice)

Tout d’abord, remarquons que :
/(ﬂc +1)Va?+2xdr = /m\/x(m + 2)dz + / Va(x+2)ds
3 1 1 1
/x?(m+2)2dm+/x2(aﬁ+2)2d$.

Posons :
(x+ 2)%dZL'

nl=

I = /ZL‘%(QL‘+2)%L{:L‘, I, = /1

Calculons les séparément en utilisant la méthode d’intégration des fonctions irrationnelles.

Calculons [; = /rg(r + 2)561.17

' 1
Cette intégrale est de la forme : / 2™ (a + bx")Pdx, avec m = %, a=2,b=1,n=1,p= 5

m—i—l_%Jrl 5'

. . . 1
Comme =—etp = % sont fractionnaires, ainsi +p = 3 € Z, alors, on est

n n
dans le troisieéme cas de la forme III (voir le paragraphe de I’intégration des fonctions irrationnelles
exo2 et 5). Pour cela, on effectue le changement de variable suivant :

Alors,
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Ce qui donne :

s 1
I, = / T2 (7 + 2) 2 dmintégrale irrationnelle
—_—

3
= 7/x2 Vzza?zdz

= —/:E4z2dz
16 9
o fes

_1)4
g 2
z
= 16 7dzintévrale rationnelle
J (22—

| —
2
Calculons I’intégrale rationnelle : / (Z;ﬁdz
On peut écrire :
22 B 22 —-1+1
-t T Eoe
22 -1 1
T Ee o
1 1
= +

@Z-1p (-1

En intégrant, on obtient :

J e

1 1
n= [t = [

Pour calculer J;, et Js, il faut tout d’abord calculer J = /

Posons :

_
(Z-1)

Calculons Jj par la méthode d’intégration par partie : Posons :

1 2
V' =1, doncU' = —— 2 _ v —»

U=
21 (2 —1)2’

5 dz. Pour cela, posons :

38



Corrigé type de la sériel du module Analyse2. S2.Année : 2019-2020.

Alors,
Jo = /UV’:UV—/U’V
z —2z
= — d
22 -1 /(2271)2'22’
2
z z
217 /(22_1)2 ?
z 22 —1+1
z
= 2_1+2/2 1dz+2/(2_1)2dz
Par suite, ;
Jo= = +2Jo +2J
22
D’ou: 1
z
J==[—- —J,
sl
1 -1
avec Jy = 3 In |%| + C1. (il suffit d’utiliser la méthode des fonctions rationnelles)
z
Alors, . )
z z—
J=—-r—F-—--—-1
AT s Rl by R
d
Calculons J; = / ﬁ :

Une autre fois, on rappelle que : J = f (27'2
z

seton le Calcule par la méthode d’intégration par partie.

1 ~ 1) 4
Posons : U = m, V' =1donc, U = —ﬁ,\/: z, alors
z 4z
J = ———— | ————=2d
e
2
z z
Z-12 /<z2—1>3 :
z 22—-1+4+1
= 4 d
w T
1
= 2 1)2—|—4/(2 1)2dz+4/(2_1)3dz
N Z
DOU,J:m+4j+4J1
. 1 z z 1 z—1
Parsulte, Jl = Z[_&]— m], avec J = —m — Zln|m +C

En conséquence

Calculons J; = / =

dz
On procede comme précédemment, on pose : J; = f (27
z

gration par partie.

_1—52+323 3 z—1

i R WY A o)
=g oz Tt

dz

T

5 et on le calcule par la méthode d’inté-

_1)
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Posons : 1 6
z
UZW,VI=1d0nC, UIZ_W,V:Z
Jp = /UV’zUV—/U’V
z 6z
- e
2
z z
= wo S o
z 22—-14+1
= oyt
D’ou,

Ce qui implique que : J; = __ + 6J; + 6.J5.
EESE
) 1 z 1-52+32%3 3 z2—1
Par suite, Jy, = 6[_5J1 - m], avec J; = gm + T61H|m| + C.
En conséquence,
—152° 4 4023 — 332 5 z—1
Jo = —1 .
2 B2 17 3 g7l e
Donc,
3 1
L = /IEQ(x+1)2daz
= —16[J1 + JQ]
325 — 823 — 1 -1
Sk O S Y YR

48(22 — 1)3 32 z+1
On déduit alors que :

—32°4+823+32 1 z—1
hH=—————-1 C
: 32— 1) Ry

Calculons [, = / x? (x + 2)%d1:

1
Remarquons que I, est de la forme [ 2 (a + ba™)Pdx, avec m = %, a=2,b=1,n=1p= 5
1 3+1 3 1 3 1
Comme 7% — 2 = getp = 1 sont fractionnaires et mt tp=5+5= 2 ¢ Z,
n n
alors, on est dans le troisieéme cas de la forme III (voir le paragraphe de I’intégration des fonctions

irrationnelles exo02 et 5) . Pour cela, on effectue le changement de variable suivant :

9 T+ 2 2
" - + :

Donc,
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Ce qui implique que :

C 1
IZ = / €2 (=L + 2) 2 dl"intégralc irrationnelle »
—_—

1
_ 1 2
= — [ z2/z22°2dz,

= —/.Z‘BZQdZ,

2
z
- _8/ @_1p™

_f_/intégrale rationnelle

Calculons ’intégrale rationnelle / —dz
z

Remarquons que :

Ce qui implique que :

[t e e

D’apres ce qui précede, on a :

1 z 1 z—1
7(1 :_7_71 - C
/(z2—1)2z s—1y 1l
et
1 1—-5z+ 323 3 z—1
dz = = 1 C.
/(224)3 S-S e s R TR s
Alors,
22 z 1 z—1 1 —5z+ 323 3 z—1
——dz = |[-—————-In|——|+C -+ —In|—— |+ C
/(2271)3 ‘ Ty il L Rl e s TR L
24z 1 z—1
= ———— — —In|——|+C
seZ-1r 16l T
Par conséquent,
I, = /x%(x—i—Z)%dx
2
z
= d
8/(2'2—1)3 z
24z 1 z—1
= g el T
2B+ 2z 1 z—1 24 x
= —— + —In|—— tel 1z =
(z'Q—I)QJFQn|z—|—1‘+c7 clgue: 2 x
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Finalement, on déduit que :

/(r +D)vVa?+2xde =1 + L.

Y -3 A .2 o 2 .
. Calculons / A dz(5°™€ Question de cet exercice) en utilisant 1a méthode d’inté-
(x —1)2(x2+2x+1)

gration des fonctions rationnelles
203 +42% + 2+ 2
(z—1)%(2* +z+1)

Tout d’abord, remarquons que la fraction est réguliere, de plus, le dénominateur

V3

admet une racine réelle double qui est 1 et deux racines complexes simples qui sont : -5~ 72 et
—— + ——1, alors, d’apres le théoreme fondamental de la décomposition, la fraction ci-dessus se dé-

2 2
compose en éléments simples de type I, IT et III comme suit :

20 + 42 +24+2 A LB Mz+N
(x—12(x2+x+1) z-1 (2—-12 a22+x+1

Par la méthode des coefficients indéterminés, on obtient :

A=2 B=1 M=0 N=3

Par suite,
203 + 42? + x + 2 1 1 ' 1
= 2 d ———dr+3 | ——duz,
/($—1)2(x2+x—|—1) /x—l x+/(a:—1)2 v ./:I,‘Z—O—;I,‘—I—l(l
| S —
intégrale de type3
1 dx
= 21 -1 -— —_
nle—1]+Cy x_1+02+3/x2+x+1
Calculons I’intégrale rationnelle de t 3/ d
alculons I’'intégrale rationnelle de type3: | ———
& P 2 +x+1
' dx
Remarquons que cette intégrale est de la forme / % avecp =q = 1.
J T2+ pr+q
Ona:
2 _ .2
r“+pr+q = z°+ax+1
1o 3
= ($+§) +1
Lo, (V3
= ($+§) +(7)
Effectuons le changement de variable suivant :
P, L
t::z;—&—éc—a—d:t:.r—i-édoncdt:dx 5.1)
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En remplacant ces expressions dans 1’intégrale ci-dessus, on trouve :
/ dx _ / dx
241
wratl (2+ )2+ (F)
. / dx
2+ (%)
2 2
= — arctan(—=t) + C
\/3 (\/g ) 3
2 1
= —arctan(—=(z+ <)) + C
2 2 V3
= —arctan(—=z + —)) + Cs.
Alors, on déduit que :
223 + 42? + x4 2 1 2 V3
de=2In|lzr -1 — —— + 2V3arctan(—x + —) + C.
/(3771)2(.7:2+.7:+1)1 nla | .7;—1+ \farcan(\/gL—ﬁ— 3)—1—

n \/E .
. Calculons / 67(11 : (la 3°™¢ Question de cet exercice) en utilisant la méthode du changement de

variable

On effectue le changement de variable suivant :

t=eV?
Donc,
1 dt d
dt = —eﬁdx,Z— -
2\/x t VT
Par suite,
/ eVE t 2dt
—dr = _
NG t
- / 2dt,
= 2t+C
En conséquence,
" VT
/ eﬁdw =2eV7 4 C

"In(cos(x))

. Calcul
alculons / cos?(x)

par partie

Etapel : Choix des fonctions U et V'
Posons :

U = In(cos(x)), v = alors, U’ = — 0%

cos?(x) CoS T

dx :(La 4™ Question de cet exercice) en utilisant la méthode d’intégration

= —tan(z), V = tan(x)
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Etape2 : Application de la loi d’intégration par partie.

/ lncgs((;)»dx - / oV’

UV—/U'V

= In(cos(z)) tan(x) — /(—tan(m))tan(x)dw
= In(cos(z)) tan(zx) +/tan2(a:)dx

Calculons / tan?(z)dx par la méthode d’intégration des fonctions trigonométriques

Effectuons le changement de variable suivant :

t= tan(g)

Donc,
2t 2dt
tan(e) = 75 dv = 7
Par suite,
‘ 2t \* 2 2
ta 2(x lx = — ——dt=8 | ———5——-dt
o = [(2a) =5/ apain
—_——
intégrale trigonométrique intégrale rationnelle
t2
Calculons l’intégrale rationnelle : / mdt :
t2

—————— estune fraction réguliere, de plus, le dénominateur admet deux racines réelles doubles
(1—#2)2(1+12)

qui sont —1 et 1, et deux racines complexes simples i et —i, alors, d’aprés le théoreme fondamental de
la décomposition, la fraction se décompose en éléments simples de type I, I, III comme suit :

2 A B Mt+ N

TP+ e) 1-2 -7 1+e

Par 1a méthode des coefficients indéterminés, on obtient :

1 1 1
A—Z,B—fi,M—o,ethi
Donc,
/ t? U B 1/ dt _1/ dt +1/ dt
(1—2)2(1+2) - 41— 2)a-)2 1)1+
= .y
N 4 ) =1+ 2] (=142 4 ) 1+
voirQuesl 1{1 ‘t—l ] 1{ t 1 ‘t—l } 1
= || 40| - 2| - ——— —ZIn|—— + Cy| + - arctant + C:
1M T T el e oy T M o g arctant Gy
Par suite,
/tzdtl{t+acta t]JrC’
1-e2)21+e)"  glp—g e 4
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Alors,

1 t t
/tan2 rdx = 8(1 {m + arctant} + C’4) = 2 {m + arctant] +C

Finalement, on déduit que :

1 t
/ nCO&Td;U = lncostanw—&—Q{T

+ arctan t} +C
cos? x 1

2% — 322 . . . o1 p
G dx : (6°™° Question de cet exercice) en utilisant la méthode du changement

. Calculons / _—
1+323 -2z

de variable .
Posons: U = —2°+32%+1,donc U’ = —62°+92% = —3(22°—32?),d ol _§U/ = 225322
En remplacant ces expressions dans 1’intégrale initiale, on obtient :

1 /

205 — 32 _u
/udﬂc = / 3 dx
14 323 — b 7

1 U’

= —3 [ +d
3| U™
(vl +C

= —5n
3

Par conséquent,
. ! 6 3
/mdw:_gh’l‘—w + 3z +1‘+C
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