Chapitre |

Cinématique

1 CINEMATIQUE DU POINT

1.1 REPERAGE D’UN POINT MATERIEL DANS L’ESPACE

Pour décrire la position d’un objet dans I’espace, il est nécessaire de disposer d’une référence.
Par exemple, un homme assis dans un train est immobile par rapport au wagon, mais en
mouvement par rapport a la Terre. Ainsi pour déterminer le mouvement d’un point, on se
rapporte a un solide S suppose indéformable qui doit étre défini clairement. Ce solide constitue

le référentiel d’étude &7

Ensuite, on repére les points de I’espace dans ce référentiel a
I’aide d’un repére orthonormé direct, soit un point origine
particulier au solide S (souvent on prend le centre de gravité de
S) et 3 axes orthogonaux formant un triédre direct. Plusieurs
repéres ou systemes de coordonnées peuvent alors étre choisis
en fonction notamment de la géométrie du probléme.

Un bon schéma est la clef de la résolution de tout probléme de
mécanique. Comme I’objectif est de décrire ici des mouvements
dans I’espace, il est particuliérement important de savoir faire
des dessins en perspective, et de savoir réaliser des projections
adéquates selon des plans bien choisis. C’est ce qui sera détaillé
dans la présentation des systémes de coordonnées.

1.1.1 Base vectorielle
Dans I’espace a trois dimensions, une base vectorielle normée
est un ensemble de trois vecteurs unitaires non coplanaires
. (61,€,,63) Fig.l. La base 98 (€;,€;,€5) étant donnée, un
vecteur se décompose de fagon unique :

U= u;6; + uyé, + usés
La base @8 est orthonormée si €j,€,, €5 et sont des vecteurs
unitaires orthogonaux et elle est directe si :

;= 8, A6,

Pratiquement, retenons qu’une base orthonormée est directe s’il
est possible  de superposer les vecteurs €;,€,eté;
respectivement au pouce, a I’index et au majeur de la main droite
Fig.2.
1.1.2 Repere
Un repére d’espace (O; €,,€,,€;) est constitué d’un point
origine et d’une base vectorielle normée. Ayant défini un repere,
il suffit de trois coordonnées pour repérer un point.

1.1.3 Vecteur position

En mécanique classique, les objets évoluent dans I’espace a trois
dimensions de la geométrie euclidienne. Un point origine O
étant défini, un point M est repéré par son vecteur position :

f = OM.

Figl. uy, u,,uz Sont les
composantes de u’dans la base

- = >

(€1,€5,€3)

pouce index

€y

pouce index

Fig.3. Coordonnées cartésiennes
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1.2 Différent type de coordonnées

1.2.1 Coordonnées cartésiennes.

Un repere cartésien est un repére orthonormé direct, defini

par un point-origine et une base orthonormée directe

(0; é,,€,,€3)Fig.3. Les coordonnées cartésiennes (x,y, z)

de M sont les composantes de son vecteur position :
F=W=X§X+y€y+zé’z.

1.2.2 Coordonnées cylindriques

1.2.2.1 Repérage d’un point

Soit un repére cartésien(O; €;, €,,€3). H étant la projection
orthogonale de M sur le plan(Oxy), les coordonnées
cylindriques (r, 6,z) du point M sont définies par :

e r:distance OH (r > 0);

e 0 angle (&, OH), le sens positif de 6 étant défini
par e, ;

e ztroisieme coordonnée Fig.4.

1.2.2.2 Base locale
La base locale orthonormée (e, ,eq , €,) liée au paint M est
Définie par :

e & tel que OH = r%,.

e €y = €,A €., paralléle a (xOy) et pointant dans le
sens Ocroissant.Cette base est locale, car elle varie avec
la position de M, qui s’écrit:

OM = ré; + z&,.
L’utilisation des coordonnées cylindriques peut, dans certains,
cas amener une simplification notable des expressions par
rapport aux coordonnées cartésiennes.

1.2.2.3 Coordonnées polaires
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Fig.4. Coordonnées cylindriques

\

Fig.5.Relation entre les coordonnées
cylindriques et cartésiennes :
X=rcosO;y=rsin0

Lorsque le point M se déplace dans un plan (Oxy), il est possible e,
aye , - , =
d’utiliser les coordonnées cartésiennes (x,y) ou les coordonnées M “
polaires (r, ©) pour repérer les pasitions. 21e /i N
Z =i I e
- — q = — . — N e. : ]
- = cosbey + sinbe, ; eg = —sinbey + cosbey; O3

X =rcosf; v =rsinf; r =/x2 + v2.

1.2.3. Coordonnées sphérique
1.2.3.1 Baselocale
La base locale orthonormée directe (&, €, €,,) est définie par
Fig.6. :
. Wzré’r,avecr>0;
e €, = EZC/)\EH paralléle a (x0z) ;
e

= €, A\ €, parallele au plan contenant Oz et OM.

1.2.3.2 Coordonnées d’un point

Les coordonnées sphériques (r, 8, @) de M sont, par definition :

e r=0M(r>0);
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Fig.7.Coordonnées sphériques.
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e 0:angle (€,,¢€,) orienté par €,, variantde 0 a ;
e :angle(@,, OH) orienté par &,, variant de 03 2t

Remargue
e & pointe vers les @ croissants et €, vers les ¢

croissants ;
e rn’a pas la méme signification en coordonnées
sphérique ou cylindrique ;
e Dans tout plan = cte ,ret0 sont les coordonnées ST
polaires du point M Fig.7.

Fig.8.Variation d’un vecteur de norme
constante, orthogonal an .

1.3 Dérivation d’une fonction vectorielle

1.3.1 Définition

Soit ﬁ(E)une grandeur vectorielle dépendant de la variable &.

La dérivée de U par rapport a £ est Fig.8 :

dU _ . UGE+49-T@
1m

d_E B AE—0 A€

La dérivée d’une grandeur vectorielle dépend du référentiel.

Lorsqu’il sera nécessaire de préciser le référentiel dans lequel s’effectue cette dérivation, nous
du (e — \ . .

noterons (d_E) la dérivée de U par rapport a § dans @&. Dans toute la suite de ce chapitre, @&’

représente le référentiel de 1’observateur (ou référentiel d’étude) et le repére cartésien

(0; &, 8,,8,) est fixe par rapport a &%

1.3.2 Propriétés

Nous admettrons les propriétés suivantes, qui sont les transpositions aux fonctions vectorielles

des propriétés classiques des dérivées :
dW _di— dUu

o SiWE=2®U®, alors G = gt U+ A5
o _si W) =BV, alors &0 =4V, ¥

AT TIATE

= = dA  dU = — dv

e A®)=U®)=*V()), alorsd—g—d—E.V+U.d—§,
w = dW dU =  —  dVv
o WE) =A&)AV(D), alorsd—z—d—z/\V+U/\d—E,

1.3.3  Dérivée d’un vecteur de norme constante

Soit U(&)un vecteur de norme U constante. Ce vecteur n’est pas pour autant constant, car son
orientation peut varier.

dUz—d(l_J’l_J’)—o donc 2U.—= =0
dE_dE . =0, onc 2U. =

La dérivée d’un vecteur de norme constante est orthogonale a
ce vecteur ou nulle. C’est le cas des vecteurs unitaires.
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1.3.4 Expression de la dérivée en coordonnées cartésiennes v A
La fonction vectorielle U(£) s’exprime par :

U = U8, + Uy8,+U, &,

Comme €, €, €, sont constants dans &7", la dérivée de U dans @7est
donc :

d_E d—EeX-l-d—Eey‘Fd—Eez.

1.3.5 Expression de la dérivée en coordonnées cartésiennes

Considérons un point M mobile par rapport a @7 et la base locale
(€, €p, €,) liée a M. Pour un observateur lié a &7, les vecteurs €.et €y

(dﬁ)_dU_,;_) du, , du,
R

dépendent de 0 et leur dérivée est non nulle Fig.9. : Fig.9. &, = ‘:r_‘ﬂ
- - . — d‘> . — - .
e €. = cosOe, + sinBe, donne (ﬁ) = —sinbey + cosBey;
de//r
® €y = —sin0e, + cosBe, donne (5)/}{ = —cosfe, — sinfey;

En coordonnées cylindriques, les vecteurs de la base locale dépendent de 6 :

— | =¢€g e — | = —¢
de . de "

Notons que nous avons exprimé le vecteur derivé relativement au référentiel g2'dans une base
mobile par rapport a 7.
Ces résultats peuvent étre retrouvés de facon moins rigoureuse, mais plus concrete : au cours
d’une rotation élémentaire dO, I’extrémité du vecteur unitaire €, décrit un segment de
mesure d6, orthogonal a €., donc :
R . dé, 4 R R dég R
de, = dBegy et Fri €g ; deg = —dOe, et Frie —e;

1.4 Vitesse d’un point

1.4.1 Définition
Soit O.un point fixe du référentiel @7 Le vecteur vitesse du point mobile M par rapport a ce

réferentiel est :
doM
V(M) g = (T)
/R
Notation : Conformément a ’usage, la dérivation par rapport a la variable temps est notée par
un point :
ds d?s

S=— et §s=—
dt dt2
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1.4.2 Expression en coordonnées cartésiennes
OM = xé, +y &, +z€,.

En coordonnées cartésiennes, le vecteur vitesse v a pour expression :

V(M) g = X8y + V& + 2 &,.

1.4.3 Expression en coordonnées cylindriques
Pour définir la position du point M, nous avons 1’expression
suivante Fig.10 :
OM =r18, + 2§,
Pour un observateur lié¢ a €7, €, est fonction de 6 , et 0 est
fonction du temps

- . dé)r . =
VIM) g =te +r1 | =] +2Zé€,.
dt
/R
Or

d8r> <d€r> e . A
— ] =(=%) ——=066,dou *
( dt /R do /R dt

Fig.10. Coordonnées cylindrigue

En coordonnées cylindriques, le vecteur vitesse a pour expression :
V(M) /g = € + 10 € + 2 €,.

Le
vecteur V(M) g est défini dans @& et nous 1’avons exprimé avec la z
base locale (base de projection) qui est mobile dans 7.
Remargue : composition des vitesses
Considérons la vitesse du point M obtenue lorsque seule I’une de
ses trois coordonnées est libre de varier.
e Sirvarie seul, le mobile décrit une droite, soit
V(M) g =V, = i€,
e Si B varie seul, le mobile décrit un cercle avec la vitesse
r6 orientée selon &, Fig.11, soit : V(M) g = Vg = r0&,.
e Sizvarie seul, le mobile décrit une droite, soit
V(M) g =V, = 78,
L’expression générale du vecteur vitesse permet de vérifier que :
VIM)R =V, + Vg + 7,
Nous admettrons le caractere géneral de ce résultat : le vecteur vitesse de M est égal a la
somme des vecteurs vitesse que 1’on obtient en ne faisant varier successivement qu’une
seule de ses coordonnées. Cette propriété ne sera pas applicable a I’accélération.

Fig.11.Trajectoire de M siret z
sont constants.
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1.5 Accélération
1.5.1 Définition

Le vecteur accélération de M par rapport au référentiel ggest :

o0 = (S02), - (52,

Seul un mouvement a la fois rectiligne et uniforme est non accéléré. Un mouvement
uniforme (vitesse constante), mais non rectiligne est accéléré, car la direction du vecteur
vitesse est variable Fig.12.

Bien remarquer sur les trois graphiques de la fig.12. L’orientation de a qui pointe en
permanence dans la concavité de la trajectoire.

Fig.11a.la vitesse est croissante. Fig.11a.la vitesse est uniforme. Fig.11a.la vitesse est décroissante.

1.5.2 Expression en coordonngées cartésiennes
OM.=xé, +yéy+z¢,

En coordonnées cartésiennes :
a(M)r =%ex +ye, +7¢,.

1.5.3 Expression en coordonnées cylindriques
Pour un observateur de &7, le repére cartésien (0; &,,&,, €,) est fixe. Les vecteurs €, et €q
sont fonction de , et 6 est fonction du temps. Soit :

—] =¢€ e —] = —e;
de R de /R

Orv(M),g = €, + 188, + 28, d’ol

d‘_; s> + . dé)r + . é - + é—) + é dge + s
— =re r——- roe roe ro———+ ze
de " dt 0 0 e~ ©

En coordonnées cylindriques :
aM) g = (F—r6?)&, + (rb + 2i0)&q + 7€,
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1.6 MOUVEMENTS D’UN REFERENTIEL PAR RAPPORT A UN AUTRE

1.6.1 Mouvement relatif et mouvement absolu .
On considére deux référentiels Ry (04; X1; Yq; Z1)etR,(04; X5 Ya; Z5), '
de base respectives (11,71, K1) et (2] K,), en mouvement I’un par
rapport a 1’autre. On suppose que R; est fixe, on I’appel référentiel
absolu. Le référentiel R, est alors appelé référentiel relatif ; il est en
mouvement par rapport a R;. On On étudie le mouvement d’un point
matériel M par rapport aux deux référentiels :

1.6.2 Le mouvement absolu s , P
Le mouvement de M par rapport au référentiel absolu est appelé ) . 2L
Mouvement absolu. La position du point M est repéré par la '
Donnée des coordonnées cartésiennes dans le référentiel R, L 4
(voir figure 12).

. 01M=X%_1)1+ylj)1‘|rzl kl' .
La vitesse absolue de M est la vitesse du point matériel M par
rapport au référentiel absolu, elle est
Obtenue en dérivant par rapport au temps le vecteur position dans le référentiel R;.

- do,M
V(M) /g, = o=
/Ry

Les vecteurs de la base (13,71, k;) étantliés au référentiel Ry leurs dérivées temporelles

. diy djy dky
respectives sont Nulles : (i) = (i) = <—1
dt/ /R, /R1 dt

Fig.12.mouvement relatif.

) = 0 .1l suffit alors de dériver les
dt
/R1
composantes :
V(M)/Rl = XTl + yj)l + Z k1
L’accélération absolue est obtenue en dérivant la vitesse absolue par rapport au temps dans le
référentiel Absolu :

YM) /R, = < It

La aussi, il suffit de dériver les composantes du vecteur vitesse absolue :
T’)(M)/R1 = %10y + 171 + 71 ky

dV(M) /Rl>
/Ry

1.6.3 Le mouvement Relatif
Le mouvement de M par rapport au référentiel relatif est appelé mouvement relatif. La
position du point M est reperé par la donnée des coordonnees cartésiennes dans le référentiel
R, (Fig.12).

szﬁz ty272 + 22Kz
La vitesse relative de M est la vitesse du point matériel par rapport au référentiel relatif, elle
est obtenue en dérivant par rapport au temps le vecteur position dans le référentiel R, :

_ do,M
V(M) /g, = BFTE
/R3
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Dans ce cas les vecteurs de la base (1,7, k) étant liés au référentiel R, leurs dérivées
. di; dj; dk; . ..
temporelles respectivement sont nulles (ﬁ) = (ﬁ) = (—2) = 0 Donc la aussi, il
dt /Ry dt /R, dt /R,
suffit de dériver les composantes :
VIM) /g, = X0, + V27, + 22k,
L’accélération relative est obtenue en dérivant la vitesse relative par rapport au temps dans le

référentiel relatif :
. dV(M) /g
YM) g, = <—dt .
/R2

Elle a comme expression dans la base relative :
\_()(M)/R2 = isz +y 272 + 7k,
1.6.4 Cas particulier :
1. R, en translation rectiligne par rapport a R4
Dans ce cas, les vecteurs de la base relative (15,75, Ez) sont aussi fixes par-rapport au

référentiel R, :
<d12> <d]2> <dk2> )
dt /Ry dt /Ry dt /R,

2. R, en rotation par rapporta R,

Si le référentiel R, est en _rotation par rapport au référentiel R, avec une vitesse
angulaire w(R,/R;). Les vecteurs de la base relative sont alors aussi en rotation avec la méme
vitesse angulaire W(R,/R;) = @ . En utilisant le résultat concernant le mouvement circulaire
(cours) on obtient les dérivées temporelles respectives des vecteurs de base :

dG) L (d?) . <d17> o
— =wAl; | = =WA); | o = wAKk;
<dt - dt/ . dt

3. Cas genéral : R, en mouvement quelconque par rapport a Ry

Tout mouvement d’un référentiel par rapport a I’autre peut étre ramené a la composition d’un
mouvement de translation rectiligne et d’un mouvement de rotation, d’ou I’importance de ces
deux types de mouvement.

1.7 . Dérivation en repere mobile
Dans toute la suite (sauf si autrement précisé), on va considérer les deux référentiels R; et R,
lies respectivement au repéres (04; X4; Y1; Z1)et(0,; X5; Y,; Z,) et caractérisés, espectivement,
par les bases orthonormées (iy,7,,Ky) €t (35,72, K5) . On considére que R, est en mouvement
(quelconque) par rapport a R; et que ce mouvement est caractérisé par la vitesse
angulaire' w(R,/R,) = w.
Soit un vecteur A défini par son expression dans le repére relatif R, :

K:XZTZ +y272 +22E2
Pour dériver le vecteur A par rapport au référentiel R, il faut dériver les composantes et les
vecteurs de la base (1,7, k,) mobile par rapport a R, :
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at a T TR

On a vu que la dérivée d’un vecteur unitaire U en rotation avec une vitesse angulaire @ par

dA e e di;  dp; dk,
=Xl +Y2)2 t 22 Ky + X,
/R1

X o . i — - S
rapport a un repére fixe est donnée par T WAL En remplacant u par les vecteurs de la

base (T, K,) on obtient alors :

dA . )
<E> = XYZ +YT2 + Zkz +X2(BAT2) +y2(8/\j)2) + ZZ(ZS/\kZ)-
/R1

Oorxi, +yj, +zKk, = (i—f)/R est la dérivée du vecteur A dans le référentiel relatif et
2
Xz(a/\_l)z) + yZ(a))/\TZ) + Zz(a/\ kZ) = 8/\ (XZTZ + Y2 j)z + Zy kz) = BAA

Ce qui permet d’écrire la dérivée du vecteur A dans le référentiel Ry connaissant son
expression dans le référentielR,.

dA dA . .
E = E + w(RZ/Rl) AA
/R1 /R2

1.8 Composition des vitesses
La loi de composition des vitesses s’écrit :
vV, =

— —
r e

+

Ou
- - dOo,M
va=v<M/R1>=< 1

dt

) : est la vitesse absolue du point matériel,
/R1

V, = V(M/R,) = ( o

) : est la vitesse relative du point matériel,
/R

— d0102 — a— . li :
o = I + ®w(R,/R;) A O,M: est la vitesse d’entrainement,
/R1

1.9 Composition des accélérations
La loi de décomposition des accélérations s’écrit de la fagcon suivante
Va = Vr + Ve +Zc

N dv,
Ya = Y(M)/R, = (E)
/R2
Est I’accélération absolue du point matériel,
. dv; d20,M
Yr =Y(M/R;) = <E> = ( T )
/Rz /R2

Est ’accélération relative du point matériel,
- <d20102> + dw(RZ/Rl)
/Raz

Ye = |~z T AO,M + B(R,/Ry) A(B(R2/R;) AO,M)
Est I’accélération d’entrainement, et

Vc = ZB(RZ/RI) AVy
Est I’accélération complémentaire, aussi appelée accélération de Coriolis.





