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2.2 Application
Soient E et F deux ensembles.

Définition 2.7. Une application f : E — F, c’est définie pour chaque élément x € E, un

unique élément de F noté f(x), ou E est l’ensemble de départ et F est I'ensemble d’arrivé.

Exemple 2.7. 1.
f: R—R
x— f(z) ==

f est une application.

g : N— N
n— f(n)=n-—1.

g n’est pas une application.

Remarques 2.1. 1. Le graphe de f: E — I est

Ly={(z;y) e ExF/y=f(x)}.

2. Soit f: E — F etg:G — H deuz applications. f = g si et seulement si £ = G et
F=H etVoz e E, f(x) = g(z).

3. Soit f : E — F une application. Fizons y € F, tout élément x € E tel que y = f(x)

est un antécédent de y.

Notation 2.2. 1. On note F(E, F) l'ensemble de toutes les applications de E dans F.

2. On note id 'application identité

wd @ E— F

r— f(x) =2

2.3 Image directe et image réciproque

Soient E et F deux ensembles.



2. Ensemble et application 15

Définition 2.8. (Image directe ) Soit A C E et f: E — F, l'image directe de A par f est

l’ensemble :

fA) ={f(x)/zc A} CF.

Définition 2.9. (Image réciproque ) Soit B C F et f: E — F, limage réciproque de A par

f est l’ensemble :
fYB)={creE/f(z)eB}CE.

Exemple 2.8. 1. Soit f une application

f: N—N
r— f(x)=2x+1
Soit A ={0,1,2}, alors
f(A) = {f(z)/x e A}
= {/(0), f(1), F(2)}
= {1,3,5).
Soit B = {5}, alors
f(A) = {f(z)/x e A}
= {/(0), f(1), f(2)}
= {1,3,5}.

fY(B) = {zeE/f(z)e B}
= {zeE/f(x) =5}
= {2}
Propriétés 2.3. Soit f: E —s F une application. Soient A, et Ay deuz parties de E. Alors,
1. f(A1UAz) = f(A1) U f(As).
2 (A N Ay) C F(AY) N f(Ay).
9 A C Ay —> F(A) C F(Ay).

4. AL C fTHf(AL).
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Soient By et By deux parties de F.
1. f[7YByUBy) = fYB)) U f~YBy).
2. fﬁl(Bl N Bg) = fﬁl(Bl) N fﬁl(Bg).

3. Bl C BQ g f_l(Bl) C f_1<Bg).

2.4 Injection

Définition 2.10. Soit f : E — F une application. On dit que f est injective (ou une injection)

st tout élément de F admet au plus un antécédent, i.e.,

Ve, € E: f(z) = f(o)) = x =2
Ou

dr,a’ € B:x# 2 = f(z) # f(a).

Exemple 2.9. 1.
f: N—N
n+— 2n+1

f est injective car :

Vn,n' € E: f(n)=f(n) = 2n+1=2n"+1

= 2n=2n

= n=n
2.
g : R—R
r+—dr+3

g est injective car :

Ve,o' € B f(x) = f(a)) = bx+3=>52x"+3
— br =5

= x=2a.
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2.5 Surjection

Définition 2.11. Soit f : E — F une application. On dit que f est surjective (ou une

surjection) si tout élément de F' admet un antécédent, i.e.,
Vye F,3z e E: f(z) =y.
Exemple 2.10. 1.
f: N—N
n——2n+1

f n’est pas surjective, en effet si on suppose qu’elle est surjective c’est a dire

VyeN,IneN: f(n)=y. = 2n+1l=y

= n= yT_l ¢ N contradiction .

f: N—N
n—2n-+1

g est surjective car :

VyeR AreR: f(zr) =y = br+3=y

= x:%;SER.

2.6 Bijection

Définition 2.12. Soit f : E — F une application. On dit que f est bijective (ou une bijection)

st fest a la fois surjective et injective, i.e.,
Vye F.Alx € E: f(x) =y.
C’est- a-dire tout élément de F' a un unique antécédent par f.

Exemple 2.11. 1.
f: N—N
n+—2n+1

f n’est pas bijective car elle n’est pas surjective.

2. g est bijective.
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X—r‘f X—}‘f X—:-Y

\ (AR (A
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2.7 La composition d’application

Définition 2.13. Soient E, F, G trois ensembles et f, g deux applications telles que :

On peut déduire une application de E dans G notée go f et appelée application composée de f

et g, par

Ve € E,go f(x) = g(f(x)).

Exemple 2.12. Soit

f: R—R*
r— 2t +1
et
g : R —R
z— /T,
alors

gof : R— R
T —\x?+ 1.

Propositions 2.1. Soit f: E — F et g: F — G deux applications.

1. La composée de deuz injections est une injection, i.e.,

(Si f et g sont injectives, alors g o f est injective).
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2. La composée de deux surjections est une surjection, i.e.,

(Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective).
3. La composée de deux bijections est une bijection, i.e.,

(St f et g sont bijectives, go f est bijective).
4. Si f et g sont bijectives. Alors

(gof)t=f"og™"
Démonstration. 1. Supposons que f et g sont injectives, montrons que g o f est injective.
Vay, 21 € E, (go f)(z1) = go f(z2)
puisque g est injective on aura :
9(f(z1)) = 9(f(22)) = f(a1) = f(a2),

puisque f est injective ainsi :
(g0 f)(@1) = (g0 f)(z2) = 21 = 22,

alors g o f est injective.

Propositions 2.2. 1. Si go f estinjective, alors f est injective.
2. Sigo f est surjective, alors f est surjective.

3. Si go f est bijective, alors f est injective et g est surjective.

Remarque 2.5. Lorsque une application f est bijective cela veut dire que [’application réciproque

1 existe. f~1 est aussi bijective de F sur E et (f~1)~1 = f.
Proposition 2.1. Si f : E — F' est une bijection, alors

Flof=1Idg et fof'=Idp
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